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Предисловие

Вашему вниманию предлагается коллекция математических
заметок автора, которые призваны служить математическим
инструментарием для описания природы вещей. Тем самым,
предметом изучения данной книги является математическая
философия, то есть математический формализм теории все-
го, а в качестве основополагающей идеи книги используется
поднятый на метафизический уровень принцип наименьшего
действия.

Для первоначального понимания содержания книги чи-
тателю будет достаточно знаний базового университетского
уровня, а вопрос о том как (в какой последовательности или,
может быть, выборочно) читать главы книги мы оставим на
усмотрение читателя. Однако заметим, что книга предназна-
чена в первую очередь для тех читателей, которых интересует
метафизический фундамент физики, т. е., вопросы о проис-
хождении законов физики, физических полей и частиц, нако-
нец, о происхождении физического пространства и о зависи-
мости математического описания физического пространства
от локализации наблюдателя.

Содержание основной части книги состоит из введения и
пяти заметок.

• Во введении обсуждается вопрос о материалистической
интерпретации принципа наименьшего действия и во-
прос о материалистической интерпретации квантовой
механики. Осуществляя выход за рамки классической
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Оглавление

механики, мы от представления частицы материаль-
ной точкой в физическом пространстве (т. е., геомет-
рической точкой, имеющей собственную массу) пере-
шли к представлению частицы материальной окружно-
стью в метафизическом пространстве (т. е., геометриче-
ской окружностью, имеющей собственную угловую ско-
рость), что позволило истолковать принцип наименьше-
го действия как утверждение о том, что частица дви-
жется в метафизическом пространстве по пути, достав-
ляющему минимум полному (суммарному) числу обо-
ротов кольца, а квантовую механику интерпретировать
как задачу о случайном блуждании кольца в метафизи-
ческом пространстве.

• В заметке ’Хаотическая динамика на сфере’ сначала мы
конструируем образ тора на двухслойной оболочке сфе-
ры и замечаем, что изометрии образа тора на сфере
порождают унитарную группу U(2), а затем устанав-
ливаем, что в результате действия модулярной группы
на сфере из всех замкнутых обмоток тора, намотанных
на сферу, выделяются однократно намотанные обмот-
ки, которые индексируются множеством простых чи-
сел. Далее, мы формируем представление обмотки сфе-
ры для тета-функции Якоби и дзета-функции Римана,
а затем, рассматривая хаотическую динамику на сфе-
ре, замечаем, что в задаче о случайном блуждании по
ломаным линиям обмотки сферы вполне естественным
образом возникает понятие комплексной амплитуды ве-
роятности, причем динамика амплитуды вероятности
блуждающей частицы подчиняется дифференциально-
му уравнению, обобщающему уравнение Шредингера.

• В заметке ’О некоторых приложениях алгебры век-
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торных полей’ рассматриваются локальные алгебры
линейных векторных полей, которые находят приме-
нение в математическом моделировании физического
пространства-времени. Показано, что динамические по-
токи векторных полей 8-мерного пространства с ней-
тральной метрикой удовлетворяют принципу наимень-
шего действия, а топологические особенности вектор-
ных полей подчиняются уравнениям Дирака.

• В заметке ’О геометрических конструкциях конечных
групп и алгебр Ли’ мы исследуем топологическую связь
между абелевыми и неабелевыми группами четности.
Абелевы группы четности формируются как ядра го-
моморфизмов четности в группе Zn а неабелевы груп-
пы четности формируются как ядра гомоморфизмов
четности в группе S2 o Sn. Факторизацией узлов цело-
численной решетки с помощью абелевой группы четно-
сти мы получаем фактор-решетку, которая служит од-
номерным клеточным комплексом (каркасом) соответ-
ствующего произведения сфер. Показано, что автомор-
физмы этой фактор-решетки, образуют соответствую-
щую неабелеву группу четности. В заметке также пред-
ставлены конструкции алгебр Ли, в частности sln(C),
su(n), которые реализуются как вращения торов.

• В заметке ’О параллелепипедах в алгебре и топологии’
мы исходим из того, что концепцию применения парал-
лелепипедов можно найти в таких разделах математи-
ки как комбинаторный анализ, полилинейная алгебра
и алгебраическая топология. Действительно, последова-
тельности ребер n–мерного параллелепипеда, натянуто-
го на базис n–мерного пространства, изоморфны под-
становкам. В свою очередь, вычисление ориентирован-
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ного объема параллелепипеда как полилинейной функ-
ции, принимающей нулевое значение на линейно зави-
симых векторах, приводит к понятию знакопеременно-
го полилинейного произведения. Наконец, параллелепи-
педы легко могут складываться в клеточные простран-
ства и образовывать цепные комплексы с группой гомо-
логий в качестве топологического инварианта этих про-
странств. Имея в виду вышеперечисленные проникнове-
ния геометрии в алгебру и топологию, мы будем после-
довательно развивать алгебро-топологический форма-
лизм, имеющий отношение к параллелепипедам, а затем
найдем ему применение в решении проблемы классифи-
кации замкнутых ориентируемых многообразий произ-
вольной размерности.

• В заметке ’О построении векторных полей сфер’ по-
казано как с помощью группы зеркальных симметрий
сформировать максимально возможную систему линей-
но независимых линейных векторных полей нечетно-
мерной сферы произвольной размерности.

В приложении к этой книге помещены две заметки, имею-
щие прикладной характер.

• В заметке ’Вихревой плазменный двигатель’ мы ана-
лизируем работу вихревого плазменного двигателя на
основе классических физических представлений, но с
учетом нового взгляда на механизм коллективного вза-
имодействия ядер в реакции так называемого холод-
ного ядерного синтеза. Показано, что в приближении
трех ядер пороговое значение потенциальной энергии,
необходимой для преодоления кулоновского барьера, на
несколько порядков меньше порогового значения кине-
тической энергии парных столкновений ядер.
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• В заметке ’Задача о лестницах’ мы рассматриваем гео-
метрическую интерпретацию задачи о распределении
простых чисел и неожиданно находим её наивное реше-
ние.

Осталось лишь добавить, что эта небольшая по объему бро-
шюра адресована не только читателям, спосбным проник-
нуться философско-математической идеей автора, но также
и скептически настроенным читателям, которых, возможно,
заинтересуют только математические аспекты этой идеи.
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1 Введение

1.1 О принципе наименьшего
действия

На примере простой воображаемой модели движения колец,
“надетых” на бесконечный цилиндр и уносимых потоком дви-
жущейся материи, мы покажем, что принцип минимальности
угла поворота кольца эквивалентен принципу наименьшего
действия одномерной релятивистской механики. Кроме того,
мы покажем, что динамика колец, движущихся под действи-
ем потока, с точки зрения локального наблюдателя эквива-
лентна движению по минимальному пути в псевдоримановом
многообразии, индуцированном этим потоком. Следует так-
же отметить, что кольцо нашей модели формируется пото-
ком материи, поскольку оно представляет собой особенность
векторного поля скоростей частичек материи, линии тока ко-
торого замыкаются в окружность, параллельную задающей
окружности цилиндра.

Геометрия модели основана на отображении накрытия бес-
конечного цилиндра псевдоевклидовой плоскостью, поэто-
му поместим здесь необходимые математические сведения.
Пусть у нас имеется псевдоевклидова плоскость (x, t), на ко-
торой задан квадрат метрического интервала s2 = t2 − x2.
Тогда изотропный конус, который представляет собой две пе-
ресекающиеся прямые, определяется выражением t2 − x2 =
0, причем относительные координаты x, t псевдоевклидовой
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1 Введение

плоскости связаны с ее абсолютными изотропными коорди-
натами X, T формулами

X = t− x, 2t = X + T

T = t + x, 2x = T − X
(1.1.1)

При этом, для квадрата метрического интервала имеет место
выражение

s2 = t2 − x2 = XT (1.1.2)

а для ассоциированного с ним скалярного произведения спра-
ведливо

a · b = atbt − axbx = aXbT + aTbX (1.1.3)

Гиперболический поворот псевдоевклидовой плоскости на
угол ϕ в изотропных координатах задается формулой

T′ = eϕT, X′ = e−ϕX (1.1.4)

откуда немедленно получается гиперболический поворот
псевдоевклидовой плоскости в относительных координатах
t, x

t′ = cosh ϕt + sinh ϕx

x′ = sinh ϕt + cosh ϕx
(1.1.5)

Изотропные координаты времениподобного вектора v, имею-
щего длину |v| =

√
v2

t − v2
x и угол ϕ между вектором v и осью

t, равны
vT = ±eϕ|v|, vX = ±e−ϕ|v| (1.1.6)

а относительные координаты t′′, x′′, параметризованные с по-
мощью изотропных координат вектора v по формулам

t′′(τ) = |vT |τ = eϕ|v|τ, x′′(τ) = |vX |τ = e−ϕ|v|τ (1.1.7)
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1 Введение

с учетом тривиальной параметризации координат t′, x′

t′(τ) = τ, x′(τ) = τ (1.1.8)

образуют квадрат метрического интервала

s2 = e2ϕv2t′2 − e−2ϕv2x′2 (1.1.9)

Следовательно гладкое времениподобное векторное поле
v(x, t), заданное на псевдоевклидовой плоскости (x, t), инду-
цирует на ней псевдориманово многообразие (x′′, t′′) с квад-
ратом метрического интервала

ds2 = e2ϕv2dt2 − e−2ϕv2dx2 (1.1.10)

причем единичное векторное поле индуцирует метрику

ds2 = e2ϕdt2 − e−2ϕdx2 (1.1.11)

Пусть теперь у нас имеется цилиндр R× S1 с образующщими
координатами (φ, r). Тогда отображением псевдоевклидовой
плоскости на цилиндр является соответствие

φ = |πT| mod 2π, r = X (1.1.12)

которое одну изотропную координатную линию наматывает
на образующую окружность цилиндра, а вторую изотропную
координату отождествляет с линейной образующей цилин-
дра.

Далее, приступая к вопросу о динамике нашей модели, вве-
дем удобную систему обозначений. Гладкое векторное поле
цилиндра ассоциированное с потоком движущейся материи
мы обозначим

v = vT(X, T)
∂

∂T
+ vX(X, T)

∂

∂X

= vt(x, t)
∂

∂t
+ vx(x, t)

∂

∂x
(1.1.13)
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1 Введение

а поле ускорений

v̇ =
dv
dτ

= v̇T(X, T)
∂

∂T
+ v̇X(X, T)

∂

∂X

= v̇t(x, t)
∂

∂t
+ v̇x(x, t)

∂

∂x
(1.1.14)

Заметим при этом, что мы не требуем выполнения условия
периодичности векторного поля по изотропной координате T,
поскольку поток материи постоянно эволюционирует, а это
не предполагает стационарности векторного поля. Заметим
также, что координата T, кроме геометрического назначения,
выполняет роль абсолютного времени. Пусть теперь вектор
ускорения поступательного движения кольца (без учета его
вращательной составляющей) равен

ξ̈ =
d2ξ

dτ2 =
d2ξT

dτ2
∂

∂T
+

d2ξX

dτ2
∂

∂X
=

d2ξt

dτ2
∂

∂t
+

d2ξx

dτ2
∂

∂x
(1.1.15)

где ξ = (ξX , ξT) = (ξx, ξt) — радиус-вектор кольца, представ-
ленного точкой на плоскости. Однако, поскольку кольцо дви-
жется в потоке материи, то дифференциальное приращение
скорости кольца относительно потока равно

du =
(
ξ̈ − v̇

)
dτ (1.1.16)

а дифференциальной мерой воздействия потока на виртуаль-
ное дифференциальное перемещение кольца dy = dT + dX =
dt + dx служит скалярное произведение

(dy, du) /dτ = dTu̇X +dXu̇T = dT
( ¨ξX − v̇X

)
+dX

(
ξ̈T − v̇T

)
= dtu̇t − dxu̇x = dt

(
ξ̈t − v̇t

)
− dx

(
ξ̈x − v̇x

)
(1.1.17)

равное приращению угла поворота (подкрутке) кольца на
дифференциальном элементе его виртуального пути под дей-
ствием потока. Интегральной мерой воздействия потока на
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1 Введение

виртуальное (возможное) перемещение кольца служит кри-
волинейный интеграл по виртуальному пути кольца L

S =
∫
L

[
dT
( ¨ξX − v̇X

)
+ dX

(
ξ̈T − v̇T

)]
=

∫
L

[
dt
(
ξ̈t − v̇t

)
− dx

(
ξ̈x − v̇x

)]
(1.1.18)

равный приращению угла поворота кольца на протяжении
всего виртуального пути. Для полноты модели осталось лишь
сформулировать принцип движения кольца, согласно которо-
му из множества виртуальных путей мы выбираем реальный
путь.

Итак, с точки зрения абсолютного наблюдателя (распола-
гающего изотропными координатами X, T) или глобального
наблюдателя (располагающего относительными координата-
ми x′, t′), кольцо движется по пути, параметризованному вре-
менем, так, чтобы подкрутка кольца (которая измеряется ин-
тегралом 1.1.18) была минимальной.

Заметим при этом, что в такой формулировке принципа
минимальности потока предполагается произвольность глад-
кого векторного поля v̇(x, t), но на самом деле поле ускоре-
ний должно быть минимальным. Действительно, если в ин-
тегральном выражении 1.1.18 собственное ускорение кольца
принять равным нулю, то мы получим приращение угла пово-
рота кольца на произвольном свободном от ускоренного дви-
жения пути кольца, то есть при его равномерном поступа-
тельном движении

S = −
∫
L

[dTv̇X + dXv̇T ] = −
∫
L

[dtv̇t − dxv̇x] (1.1.19)

а следовательно будет естественно потребовать, чтобы век-
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1 Введение

торное поле v̇(x, t) имело такую форму, которая доставляет
минимум угла подкрутки кольца на произвольном прямоли-
нейном пути L.

Заметим также, что локальный наблюдатель (которого мы
ассоциируем с кольцом), не располагает координатами ни аб-
солютного, ни глобального наблюдателя, но располагает ко-
ординатами псевдориманова многообразия (x′′, t′′), индуци-
рованного потоком материи v(x, t) с помощью метрического
соотношения

ds2 = dt′′2 − dx′′2 = e2ϕdt2 − e−2ϕdx2 (1.1.20)

и поэтому для локального наблюдателя движение кольца по
принципу минимальности потока должно быть заменено на
принцип движения по минимальному (кратчайшему) пути в
псевдоримановом многообразии (x′′, t′′).

Постоянное по направлению единичное векторное поле
псевдоевклидовой плоскости, линии тока которого отобража-
ются в винтовые линии цилиндра, мы сопоставляем с нуле-
вым (вакуумным) состоянием, а гиперболический угол от-
клонения произвольного единичного векторного поля от на-
правления, выделенного вакуумным состоянием (который ин-
дуцирует метрику 1.1.11), мы сопоставляем с гравитацион-
ным потенциалом. Если ограничиться единичными вектор-
ными полями, то с точки зрения локального наблюдателя,
интегральной мерой потока, индуцированного на виртуаль-
ном пути кольца, служит выражение

S =
∫
|ξ̇|
√

e2ϕ(x,t)dt2 − e−2ϕ(x,t)dx2 (1.1.21)

Вместе с тем, произвольное векторное поле, ассоциированное
с потоком материи, не обязано быть единичным, но его всегда
можно разложить на сумму единичного и нулевого векторно-
го поля, а нулевое по модулю гладкое векторное поле, линии
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тока которого на цилиндре замкнуты в окружности, парал-
лельные его образующей окружности, индуцирует эффектив-
ное кручение образующей линии цилиндра, а следовательно
фазовый сдвиг линейной образующей цилиндра в классиче-
ском пределе можно сравнить с электрическим потенциалом.

Таким образом, топологические особенности векторного
поля цилиндра, имеющие замкнутые линии тока, образуют
кольца, которые служат источником возмущения вакуума, а
принцип их движения имеет некоторое сходство с принципом
движения материальных точек. Действительно, вектор скоро-
сти кольца ξ̇ можно сопоставить с релятивистским импульсом
частицы, имеющей массу |ξ̇|, а разложение векторного поля
скоростей потока v(x, t) на единичную и нулевую по модулю
части v(x, t) = g(x, t) + a(x, t), где |g(x, t)| = 1 и |a(x, t)| = 0,
можно интерпретироввать как выделение гравитационного и
электромагнитного вектор-потенциалов, а тождественное ра-
венство ξ̈ = ġ(x, t) сопоставить с принципом эквивалентности
гравитационной и инертной массы. Более того, по сути это
предквантовая модель, поскольку угол подкрутки полностью
обертывает кольцо целое число раз, то есть квантуется.

1.2 Путешествие в квантовый мир

Хорошо известно [1], что материя (как философская катего-
рия) в случае простейшего ее движения имеет механическую
(физическую) форму. Однако не существует математическо-
го описания движущейся материи, из которого следовало бы
образование этой формы материи. В то же время, настоящая
монография, представляющая собой коллекцию математиче-
ских заметок автора, призвана восполнить данный пробел.

Для достижения намеченной цели нам необходимо выбрать
адекватную математическую конструкцию движущейся ма-
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терии и правильно ответить на вопрос о том, где и как она
движется. В предыдущем разделе на примере потока, движу-
щегося по поверхности бесконечного цилиндра, мы построили
простую модель классической (но предквантовой) механики,
а теперь сосредоточим свое внимание на квантовых аспектах
нашей модели. Прежде всего рассмотрим алгебру векторных
полей, соответствующих локальной алгебраической структу-
ре вакуума. При этом мы исходим из того, что локальная ал-
гебраическая структура вакуума заложена в алгебраической
структуре уравнений движения квантовой частицы. Тем са-
мым, нас интересуют векторно-полевые представления алгебр
альтернионов [2], образованных матрицами Паули и Дирака,
т.е. алгебр Клиффорда, в которые вкладываются евклидово
пространство и пространство Минковского соответственно.

В заметке “О некоторых приложениях алгебры векторных
полей” настоящего сборника показано, что интересующая нас
матричная алгебра M4(C) может быть представлена алгеб-
рой линейных векторных полей, у которой порождающие век-
торные поля (генераторы алгебры) касательны либо к ги-
персферам 8-мерного псевдоевклидова пространства с ней-
тральной метрикой либо к гиперсферам 8-мерного евклидо-
ва пространства. Кроме того, там же показано, что алгебра
Ли касательных линейных векторных полей 4-мерного про-
странства с нейтральной метрикой изоморфна su(2), а ал-
гебра Ли касательных линейных векторных полей 6-мерного
пространства с нейтральной метрикой изоморфна su(3). В
свою очередь, 8-мерное пространство с нейтральной мет-
рикой может быть представлено свернутым в цилиндриче-
ское или тороидальное многообразие финслеровым произ-
ведением двух пространств Минковского. Для координатно-
го представления этого финслерова произведения мы возь-
мем дублет пространств Минковского, а именно, простран-
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ство (x, y, z, t) с квадратичной метрической формой t2 − x2 −
y2 − z2 и пространство (t∗, x∗, y∗, z∗) с квадратичной мет-
рической формой x∗2 + y∗2 + z∗2 − t∗2. Затем образуем из
них 8-мерное финслерово произведение (x, y, z, t∗, t, x∗, y∗, z∗)
с квадратичной метрической формой x∗2 + y∗2 + z∗2 − t∗2 +
t2− x2− y2− z2. Если теперь свернуть псевдоевклидовы плос-
кости (x, x∗), (y, y∗), (z, z∗), (t, t∗) в цилиндрическое многооб-
разие так, чтобы изотропные координаты X∗ = x + x∗, Y∗ =
y + y∗, Z∗ = z + z∗, T∗ = t − t∗ намотались на задающие
окружности соответствующих цилиндров, а изотропные ко-
ординаты X = x − x∗, Y = y − y∗, Z = z − z∗, T = t + t∗ со-
ответствовали его линейным задающим координатам, то мы
получим цилиндрическое многообрацие R4 × S1 × S3. Вместе
с тем, если намотать на задающие окружности соответствую-
щих торов еще и изотропные координаты X = x − x∗, Y =
y − y∗, Z = z − z∗, T = t + t∗, то мы получим тороидаль-
ное многообразие S3 × S1 × S1 × S3, которое представляет со-
бой произведение клиффордова тора S3 × S3 на тор времени
S1 × S1.
Итак, концептуально мы исходим из того, что реальная

Вселенная это динамический поток на семимерной сфере, по-
этому вакуум, без учёта эволюционной составляющей, пред-
ставляет собой глобально-минимальное векторное поле уско-
рений материи, образующее на поверхности сферы S7 слоение
S1× S3× S3, типичный слой которого имеет форму клиффор-
дова тора S3× S3, а с учётом периодичности слоения во време-
ни его динамика описывается тороидальным многообразием
S1× S1× S3× S3. Однако, поскольку глобально-минимальное
векторное поле ускорений материи эволюционирует к своему
абсолютно-минимальному состоянию так, что в процессе эво-
люции радиус одной из сфер клиффордова тора увеличивает-
ся, а радиус другой сферы уменьшается, то нет и периодично-
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сти слоения во времени, а динамика вакуумного слоения опи-
сывается цилиндрическим многообразием R4 × S1 × S3 и на-
блюдателю удобно оперировать с пространством M× S1× S3,
где M – пространство-время Минковского, а S1 × S3 – ком-
пактная составляющая вакуумного слоения.

Динамические потоки на семимерной сфере, которые не
совпадают с глобально-минимальным векторным полем, но
остаются локально-минимальными векторными полями уско-
рений материи, мы трактуем как физические поля и части-
цы. Причём бозоны у нас ассоциируются с точечноподобными
возмущениями вакуумного векторного поля, а фермионы – с
узлоподобными возмущениями вакуумного векторного поля,
то есть, линии тока фермионных векторных полей имеют то-
пологическую особенность в виде узлов.

Далее пусть в нашем свернутом финслеровом метрическом
пространстве траектории движения особенностей векторного
поля представляют собой винтовые линии, а следовательно
сами особенности совершают собственный угол поворота, и
тем самым они обладают такой характеристикой как угло-
вая скорость ω = (ωt, ωt∗ , ωx, ωx∗ , ωy, ωy∗ , ωz, ωz∗). При этом,
пусть скалярное произведение

S = ω·x =

ωtt−ωt∗ t∗ −ωxx + ωx∗x∗ −ωyy + ωy∗y∗ −ωzz + ωz∗z∗

(1.2.1)

измеряет в точке x = (x, y, z, t∗, t, x∗, y∗, z∗) фазовое действие
(собственный угол поворота) особенности. Заметим также,
что траектории, описываемые возмущениями векторного по-
ля, имеют регулярную винтообразную форму только в ва-
кууме, то есть, в отсутствии полей (искажений глобально-
минимального векторного поля), в то время как гравитаци-
онные поля изменяют шаг винтовых линий, а калибровочные
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поля ответственны за подкрутку винтовых линий. Динамика
траекторий особенностей должна также учитывать эволюци-
онную динамику глобально минимального (вакуумного) век-
торного поля, в силу чего характеристики винтовой линии
особенности (шаг и скорость подкрутки) являются функцией
эволюционного параметра. В том случае, когда в силу мало-
сти диаметра окружностей намотки изотропных прямых со
звездочкой пространство глобального наблюдателя ограниче-
но системой уравнений

T∗ = t− t∗ = 0, X∗ = x + x∗ = 0,

Y∗ = y + y∗ = 0, Z∗ = z + z∗ = 0
(1.2.2)

имеет место классический предел, согласно которому наблю-
дателю доступны только линейные координаты цилиндров
(соответствующие координаты торов)

T = t + t∗ = 2t, X = x− x∗ = 2x,

Y = y− y∗ = 2y, Z = z− z∗ = 2z
(1.2.3)

связанные метрикой Минковского. Тем самым, в классиче-
ском пределе доступные наблюдателю четыре изотропные
координаты, лежащие на конусе 8-мерного пространства с
нейтральной метрикой, превращаются в относительные коор-
динаты пространства Минковского. Кроме того, трансфор-
мация геометрии конуса, вызванная локальным изменени-
ем геометрии вакуумного векторного поля, превращает это
пространство Минковского в псевдориманово многообразие.
Действительно, например, локально-симметричное измене-
ние геометрии конуса

e2ϕ
(

x∗2 + y∗2 + z∗2 + t2
)
− e−2ϕ

(
t∗2 + x2 + y2 + z2

)
= 0
(1.2.4)
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влечет за собой локальное изменение метрики

e−2ϕdT2 − e2ϕdX2 − e2ϕdY2 − e2ϕdZ2 (1.2.5)

Замечательно также то, что в классическом пределе формула
для фазового действия особенности векторного поля упроща-
ется до скалярного произведения

S = ΩTT −ΩXX−ΩYY−ΩZZ (1.2.6)

где ΩT = ωt−ωt∗
2 , ΩX = ωx∗−ωx

2 , ΩY =
ωy∗−ωy

2 , ΩZ = ωz∗−ωz
2 и

для согласования нашей модели с классической физикой век-
тор угловой скорости особенности Ω необходимо сопоставить
4-импульсу релятивистской частицы p согласно формуле

p = h̄Ω (1.2.7)

Тогда в нерелятивистском случае справедливы формулы

p = mv = h̄k, E = h̄ω (1.2.8)

где k = (ΩX , ΩY, ΩZ), ω = ΩT.
Далее, для конструирования математического аппарата

квантовой механики нам понадобится динамическая модель
абсолютно нелокализованной топологической особенности, то
есть, такой особенности, которая с равной вероятностью мо-
жет находится в любой точке x, но если она встречается
там, то её фазовое действие однозначно будет равно S =
Ωx = ΩTT−ΩXX−ΩYY−ΩZZ. Абсолютно нелокализован-
ная особенность описывается вероятностной волновой функ-
цией ΨΩ = eiS, где квадрат волновой функции равен вероят-
ности встретить где-то (в произвольной точке пространства-
времени) особенность, имеющую угловую скорость Ω, а аргу-
мент волновой функции равен углу поворота (фазовому дей-
ствию) особенности, локализованной в точке x. Тогда, вероят-
ностную суперпозицию двух нелокализованных особенностей
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можно описывать квадратом волновой функции

Ψ2 = c1 c̄1ΨΩ1 + c2 c̄2ΨΩ2 (1.2.9)

где c1, c2 ∈ C, причем поскольку квадраты модулей этих
комплексных коэффициентов задают вероятности наблюде-
ния соответствующих случайных событий, то c1 c̄1 + c2 c̄2 = 1,
а квадрат волновой функции имеет смысл математического
ожидания случайной величины фазового действия. Однако,
если учесть существование нелокализованных особенностей
со сдвигом фазового действия ΨΩ,ϕ = eiΩx+iϕ = eiΩxeiϕ,
то можно "извлечь корень"из квадрата волновой функции
Ψ2 = Ψ∗Ψ, где

Ψ = c1ΨΩ1 + c2ΨΩ2 = |c1|eiΩ1x+i arg(c1) + |c2|eiΩ2x+i arg(c2)

(1.2.10)
Ψ∗ = c̄1ΨΩ1 + c̄2ΨΩ2 = |c̄1|eiΩ1x+i arg(c̄1) + |c̄2|eiΩ2x+i arg(c̄2)

(1.2.11)
Действительно, поскольку совместное случайное событие, со-
стоящее из нелокализованных особенностей eiΩ1x+i arg(c1) и
eiΩ1x+i arg(c̄1) есть нелокализованная особенность eiΩ1x, соот-
ветственно совместное случайное событие, состоящее из нело-
кализованных особенностей eiΩ2x+i arg(c2) и eiΩ2x+i arg(c̄2) есть
нелокализованная особенность eiΩ2x, то, умножая соответ-
ствующие вероятности и собственно случайные события, по-
лучаем свертку волновых функций

Ψ2 = Ψ∗Ψ = |c1||c̄1|eiΩ1x + |c2||c̄2|eiΩ2x (1.2.12)

Таким образом, волновую функцию Ψ следует интерпретиро-
вать как суперпозицию нелокализованных особенностей, рав-
ную квадратному корню из математического ожидания. С
другой стороны, волновую функцию Ψ(x) можно интерпре-
тировать как амплитуду вероятности локализации особенно-
сти, где Ψ∗(x)Ψ(x) – вероятность локализации особенности с
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нулевой фазой в точке x, а arg(Ψ(x)) – фаза локализованной
особенности. Понятно, что от суперпозиции из двух нелокали-
зованных особенностей можно перейти к конечному, счетному
и даже непрерывному случаю

ψ(x) =
∫

c(k)eikxdk (1.2.13)

Упрощая непрерывную волновую функцию до одного изме-
рения и применяя к ней интегральное преобразование фурье,
получим волновую функцию

ψ(k) =
∫

c(x)eikxdx (1.2.14)

которая подсказывает нам, что пространство локализованных
особенностей дуально к пространству нелокализованных осо-
бенностей. Таким образом, локализованные особенности так-
же могут служить кирпичиками для построения математиче-
ского аппарата квантовой механики.

В качестве иллюстрации наших аналогий с квантовой фи-
зикой покажем сейчас, что в классическом пределе марков-
ский процесс случайного блуждания локализованной особен-
ности приводит к фейнмановской формулировке квантовой
механики. Пусть вероятностное поведение локализованной
особенности описывается марковским процессом случайного
блуждания, в котором элементарным случайным событием
является свободный пробег. Со свободным пробегом мы свя-
жем такие случайные величины как абсолютное время сво-
бодного пробега ∆τ, длину свободного пробега ∆x в евклидо-
вом пространстве наблюдателя и фазовую длину свободного
пробега ∆φ = k∆x + ϕ, где k = m

h̄
∆x
∆τ , ϕ – начальная фаза ло-

кализованной особенности. Тогда, имея в виду равную веро-
ятность свободных пробегов нелокализованной особенности,
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1 Введение

и меняя для удобства обозначения длину свободного пробе-
га ∆x на y, без учета нормировочного множителя получим
интегральную сумму

ψ(x, τ0 → τ0 + ∆τ) =

+∞∫
−∞

ei my2
h̄∆τ +iϕ(x−y)ψ(x− y, τ0)dy (1.2.15)

которая вычисляет амплитуду локализации особенности в
точке x в конечный момент времени свободного пробега τ0 +
∆τ по значениям амплитуды вероятности локализации осо-
бенности в точках x− y в начальный момент времени свобод-
ного пробега τ0. Амплитуда вероятности локализации особен-
ности за два свободных пробега вычисляется как произведе-
ние двух интегральных сумм

ψ(x, τ0 → τ0 + ∆τ1)× ψ(x, τ0 + ∆τ1 → τ0 + ∆τ1 + ∆τ2) =

+∞∫
−∞

e
i my2

h̄∆τ1
+iϕ(x−y)

ψ(x− y, τ0)dy×

+∞∫
−∞

ei my2
h̄∆τ2

+iϕ(x−y)
ψ(x− y, τ0 → τ0 + ∆τ1)dy (1.2.16)

В свою очередь, амплитуда вероятности локализации особен-
ности за n свободных пробегов вычисляется как произведение
n интегральных сумм

n

∏
i=1

ψ(x, τ0 + · · ·+ ∆τi−1 → τ0 + · · ·+ ∆τi−1 + ∆τi) =

ψ(x, τ0 → τ0 + ∆τ1)× · · ·
× ψ(x, τ0 + · · ·+ ∆τn−1 → τ0 + · · ·+ ∆τn−1 + ∆τn) (1.2.17)
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1 Введение

Таким образом, фейнмановский интеграл по траекториям это
по сути предел произведений

lim
∆τi→0
n→∞

n

∏
i=1

ψ(x, τ0 + · · ·+ ∆τi−1 → τ0 + · · ·+ ∆τi−1 + ∆τi)

(1.2.18)
и поэтому, имея в виду представление интегральных сумм
пределом конечных сумм, континуальный интеграл можно
представить как бесконечный предел конечного произведе-
ния конечных сумм. Действительно, пусть на топологическую
особенность наложено полуклассическое условие, ограничи-
вающее скорость свободного пробега из точки xj в точку xk
за время от τi−1 до τi неравенством |xk − xj| ≤ c|τi − τi−1|.
Тогда при вычислении амплитуды вероятности локализации
особенности за N случайных свободных пробегов принимаем
во внимание конечный объем суммирования и для контину-
ального интеграла получаем формулу

lim
N→∞
M→∞

M

ä
k=1

ψ(τN , xk) =
N

∏
i=0

M

ä
k=1

ψ(τi, xk) =

lim
|τi−τi−1 |→0
|xj−xj−1 |→0

N

∏
i=0

M

ä
k=1

M

∑
j=1

F((τi − τi−1), (xk − xj))ψ(τi−1, xj) (1.2.19)

где F((τi − τi−1), (xk − xj)) – амплитуда вероятности перехода
из точки xj в точку xk за время от τi−1 до τi.

Итак, подбираясь к изучению динамических потоков на
сфере S7, мы ответили на некоторые философские вопросы и
обозначили направление будущих исследований движущей-
ся материи. Впрочем, все дальнейшее (основное) содержа-
ние этой монографии представляет собой шаг назад, который
лишь подготавливает математическую почву для достижения
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1 Введение

высшей цели, а за формальным изложением содержания кни-
ги следует обратиться к списку аннотаций в предисловии.
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2 Хаотическая динамика на
сфере

2.1 Введение

В физике известны два основных направления моделирова-
ния электрона. С одной стороны, это множество тороидально
кольцевых моделей, начало которым было положено Парсо-
ном [32], а с другой стороны, это стандартная модель электро-
слабых взаимодействий, которая берёт начало с работы Янга,
Миллса [33], затем была продолжена Глэшоу [34] и закончена
Вайнбергом [35] и Саламом [36]. Однако, несмотря на успеш-
ное описание физических свойств электрона в рамках кван-
товой механики и квантовой теории поля, такие загадочные
свойства как происхождение группы калибровочных симмет-
рий электрослабых взаимодействий и происхождение волно-
вой функции электрона остаются непонятыми до сих пор. А
поскольку эти загадки относятся к вопросам основания фи-
зики, то решаться они должны посредством математического
моделирования, но с обязательной последующей проверкой
на соответствие физическим закономерностям. В данной ра-
боте представлена тороидально сферическая модель, из гео-
метрии которой извлекается группа U(1)× SU(2), а из дина-
мики случайного блуждания по тороидальной обмотке сферы
– одномерное уравнение Шредингера. При этом надо чётко
понимать, что ’динамика на сфере’ это не физика (и даже
не альтернатива электрослабой модели), а всего лишь мате-
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2 Хаотическая динамика на сфере

матика, точнее, математический пример одной динамической
модели. Пока ещё трудно сказать, какое отношение наша то-
роидально сферическая модель имеет к реальной Вселенной,
но автор уверен [37], что динамические потоки на семимерной
сфере это и есть реальная Вселенная.

Во втором и третьем разделе статьи мы готовим матема-
тический инструмент, который затем применяем в четвёр-
том разделе для изучения динамической модели случайного
блуждания по виткам тороидальной обмотки сферы. Заме-
тим при этом, что, поскольку даже иррациональные обмотки
тора бесконечны, то компактность тороидально сферической
модели не противоречит бесконечности пространственно-
временных координат. Кроме того, мы полагаем, что в нена-
блюдаемых дополнительных измерениях электрон имеет то-
роидально сферическую форму, и это не противоречит то-
чечноподобной природе электрона в наблюдаемом евклидо-
вом пространстве.

2.2 Действие модулярной группы на
сфере

За разъяснениями базовых алгебро-геометрических понятий
можно обратиться к [38]. Здесь же мы возьмем декартову
плоскость (x, y) с перпендикулярными (в евклидовом смыс-
ле) осями координат и построим из неё комплексную плос-
кость z = x + iy. Если совместить оси координат декарто-
вой плоскости (соотвественно действительную и мнимую оси
комплексной плоскости) с изотропными координатами псев-
доевклидовой плоскости, имеющей ортонормальные коорди-
наты ( x+y

2 , x−y
2 ), то квадрат псевдоевклидовой длины вектора

ξ = (x, y) будет равен произведению xy, а гиперболический
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2 Хаотическая динамика на сфере

угол наклона этого вектора к соответствующей оси коорди-
нат псевдоевклидовой плоскости будет равен − 1

2 log
∣∣∣ x

y

∣∣∣. При
этом обычный (евклидов) угол наклона вектора ξ = (x, y) к
изотропной прямой x равен arctan

( y
x
)
.

Факторизация координат декартовой плоскости z = x + iy
по модулю единицы

x′ ≡ x (mod 1) y′ ≡ y (mod 1) (2.2.1)

превращает ее в тор S1 × S1 ∼=
(
e2πix, e2πiy), и если потребо-

вать сохранения отношения эквивалентности 2.2.1 (что рав-
нозначно сохранению на торе образа узлов целочисленной
решетки), то группа допусимых линейных преобразованиях
декартовой плоскости сужается до SL(2, Z). Кроме того, ес-
ли пренебречь ориентацией прямых (и их обмоток на торе),
проходящих через точку отсчета декартовой плоскости, то
группа допустимых преобразований сузится до модулярной
группы SL(2, Z)/ {±I}. Следует также напомнить, что отоб-
ражение комплексной плоскости на комплексную плоскость с
выколотой точкой

C→ C \ {0} : x + iy→ e2πi(x+iy) (2.2.2)

сворачивает комплексную плоскость в трубочку (бесконеч-
ный цилиндр) и выворачивает эту трубочку на плоскость с
выколотой точкой, а отображение

R→ C \ {0} : t→ e2πit(a+ib) (2.2.3)

где a, b ∈ R, рисует на комплексной плоскости спираль Sp.
Рассмотрим также факторизацию по модулю 2 произведе-

ния координат векторов декартовой плоскости, лежащих на
прямой линии y = τx, где τ > 0,

(x, y = τx) : x′y′ ≡ xy = τx2 (mod 2) (2.2.4)
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2 Хаотическая динамика на сфере

Иначе говоря, с помощью псевдоевклидовой метрики ком-
плексной плоскости мы строим отображение намотки ком-
плексной прямой, эквивалентной времениподобной прямой
линии псевдоевклидовой плоскости, на единичную комплекс-
ную окружность двойного аргумента

(x + iτx)→ 2S1 : (x + iτx)→ e2πi
√

xτx = eπiτx2
(2.2.5)

Зададим, наконец, согласованное с намоткой прямой на
окружность, отображение намотки комплексной прямой на
комплексную спираль двойного аргумента

(rx + iτx)→ 2Sp : (rx + iτx)→ eπ(r−1)x2
eπiτx2

(2.2.6)

Рис. 2.1: Образ тора на двухслойной оболочке сферы
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2 Хаотическая динамика на сфере

Приступим теперь к описанию отображения тора S1 × S1

на двухслойную оболочку сферы без полярных шапок S2 \
{S, N}. Для этого на северном полярном круге, который име-
ет широту ϑ, отметим точку ON, имеющую долготу λ, а на
южном полярном круге, имеющем широту −ϑ, отметим точ-
ку OS на долготе λ + π. Далее мы построим на сфере образ
окружности Вилларсо, то есть проведем через точки ON , OS
большую окружность сферы так, чтобы она в каждой из
этих точек прикасалась (но не пересекала) к соответствую-
щей полярной окружности. Тогда полуокружность ]OS, ON [ с
координатами ϕ(]OS, ON [) =]0, π[ лежит в одном (например,
внешнем) слое, а полуокружность ]ON , OS[ с координатами
ϕ(]ON , OS[) =]π, 2π[ лежит в другом (внутреннем) слое обо-
лочки сферы S2 \ {S, N}, в то время как точки (OS, ON) при-
надлежат двум слоям одновременно. Итак, в результате мы
получили искомый образ тора на сфере(

ϑ =
π

4
, λ = |πx| mod 2π, ϕ = |π√xy| mod π

)
(2.2.7)

Заметим при этом, что собственные изометрии тора и враще-
ние образа тора на сфере вокруг оси (OS, ON) на угол φ по-
рождают унитарную группу U(2), а движение тора по окруж-
ностям Вилларсо и вращение вокруг оси (OS, ON) порождают
специальную унитарную группу SU(2). Действительно, если
O, O′ ∈ SO(2), а T ∈ diag

[
eiϕ1 , eiϕ2

]
, то OTO′ ∈ U(2) , и

если T ∈ diag
[
eiϕ, ei(2π−ϕ)

]
, то OTO′ ∈ SU(2), и кроме того,

сумма размерностей группы диагональных матриц и двух ор-
тогональных групп равна размерности соответствующей уни-
тарной группы.

Посмотрим сейчас как при гиперболическом повороте псев-
доевклидовой плоскости преобразуются угловые значения ϑ,
ϕ из отображения намотки 2.2.7. Пусть на комплексной плос-
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2 Хаотическая динамика на сфере

кости задан гиперболический поворот z′ = x′ + iy′ = e±ψ(x +
iy) = eψx+ ie−ψy. Тогда, для вектора ξ, образ которого лежит
на окружности Вилларсо (и в силу чего ξx = ξy), выполня-

ются тождества ξ ′xξ ′y = eψξxe−ψξy = ξxξy,
ξ ′x
ξ ′y

= e2ψ ξx
ξy

= e2ψ,
мы получим преобразования

(x + iy)→ e±ψ(x + iy) = (x′ + iy′) →(
ϑ′ = arctan

(
e−2ψ

)
, ϕ′ =

∣∣∣π√ξxξy

∣∣∣ mod π
)

(2.2.8)

В свою очередь, при евклидовом повороте изотропных пря-
мых псевдоевклидовой плоскости z′ = x′ + iy′ = eiφ(x + iy)
координаты вектора ξ сохраняются, то есть ξ ′x = ξx, ξ ′y = ξy,
поэтому в отображение намотки 2.2.7 следует просто доба-
вить евклидов поворот оболочки вокруг оси (OS, ON). В этом
случае мы получим цепочку преобразований

(x + iy)→ eiφ(x + iy) = (x′ + iy′) →(
ϑ′ =

π

4
, φ′ = |φ| mod π, ϕ′ =

∣∣∣π√ξxξy

∣∣∣ mod π
)

(2.2.9)

Заметим при этом, что тройка произведений всевозможных
операторов e±ψ1eiφe±ψ2 принадлежит группе SL(2, R), а имен-
но(

eψ1 0
0 e−ψ1

)(
cos φ sin φ
− sin φ cos φ

)(
eψ2 0
0 e−ψ2

)
=(

eψ1+ψ2 cos φ eψ1−ψ2 sin φ
−eψ2−ψ1 sin φ e−ψ1−ψ2 cos φ

)
∈ SL(2, R)

(2.2.10)

где φ, ψ1, ψ2 ∈ R. Более того, группа SL(2, R) порождается
группами специальных диагональных и ортогональных мат-
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риц SD(2, R), SO(2, R), поскольку любое одновременно цен-
троаффинное и эквиаффинное преобразование декартовой
плоскости может быть получено как последовательность ев-
клидовых поворотов и эквиаффинных сжатий (растяжений)
координат декартовой плоскости. Тем самым, если мы возь-

мем произвольный элемент
(

a b
c d

)
группы SL(2, R), то,

приравнивая его к матрице, представляющей произведение
e±ψ1eiφe±ψ2 , получим

tan2 φ =

∣∣∣∣ bc
ad

∣∣∣∣ , ψ1 =
1
4

log
∣∣∣∣ ab
cd

∣∣∣∣ , ψ2 =
1
4

log
∣∣∣ ac
bd

∣∣∣ (2.2.11)

откуда следует

ψ1 + ψ2 =
1
2

log
∣∣∣ a
d

∣∣∣ , ψ1 − ψ2 =
1
2

log
∣∣∣∣ bc
∣∣∣∣ (2.2.12)

а поскольку ad− bc = 1, то

tan2 φ =

∣∣∣∣ bc
bc + 1

∣∣∣∣ (2.2.13)

Таким образом, если потребовать сохранения прообраза точ-
ки отсчета тора, намотанного на сферу с выколотыми по-
люсами (т. е. сохранения узлов целочисленной решетки де-
картовой плоскости), то мы получим модулярную группу
PSL(2, Z), а разбивая группу PSL(2, Z) на классы эквива-
лентности по отношению равенства значений углового па-
раметра ϑ = arctan eψ1±ψ2 , мы получим такое разбиение
PSL(2, Z) на фактормножество PSL(2, Z)/ϑ, что в классе эк-
вивалентности останутся только матрицы с делителями чисел
n = bc, n + 1 = ad и их частными (результатами деления)(

a
∣∣(n + 1) n/c

c
∣∣n (n + 1)/a

)
(2.2.14)
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В свою очередь, если нас интересует фактормножество
PSL(2, Z)/φ, то его классы эквивалентности можно перечис-
лить множеством индексов

{ n
n+1
}
, и поэтому в классе экви-

валентности этого фактормножества находятся матрицы(
1 b
c bc + 1

)
(2.2.15)

где n = bc, причем, если c = 1, то b простое число и класс
эквивалентности состоит из единственной матрицы(

1 p
1 p + 1

)
(2.2.16)

где p ∈ P. А поскольку

(1 + i)
(

1 p
1 p + 1

)
= (p + 1) + (p + 2)i (2.2.17)

то можно сказать, что простые числа порождают однократ-
но намотанные на сферу замкнутые обмотки тора. Отметим
также, что вектор (n, n + 1) имеет псевдоевклидову длину√

n(n + 1), а обмотка на торе, заданная этим вектором, за-
мкнута, причем, если p простое число, то соответствующая
обмотка (p, p + 1) не пересекается ни с одной другой обмот-
кой (n, n + 1) меньшей длины нигде кроме как в нулевой
точке. Действительно, поскольку обмотки могут пересекаться
только на задающей окружности тора, на которой каждая n-
обмотка встречается в точках 2π

{m
n
}
, где m, n ∈N, а n < p,

то в силу неравенства {m
n

}
6=
{

m′

p

}
(2.2.18)

p-обмотка не пересекает n-обмотку нигде кроме как в нуле-
вой точке. Таким образом, имеет место факторизация мно-
гократных точек пересечения обмоток (n, n + 1) и задающей
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окружности тора, в результате которой из всех возможных
обмоток остаются только простые обмотки (p, p + 1), достав-
ляющие все возможные однократные точки пересечения за-
дающей окружности тора.

2.3 Функции тета и дзета в
представлении обмотки сферы

Далее пусть на декартовой плоскости задан график линейной
функции y = τx, где τ = tan ϑ > 0, а на соответствующей ей
комплексной плоскости он представлен линейной функцией
z = (1 + iτ)x. Тогда выражение

eπiyx = eπiτx2
= eπi tan ϑx2

(2.3.1)

сдедует рассматривать как комплексную функцию намот-
ки линии графика на окружность Вилларсо тора единич-
ного радиуса. Вместе с тем, поскольку ψ = 1

2 log
∣∣ y

x

∣∣, где∣∣ y
x

∣∣ = tan
(

ϑ
2 + π

4

)
, а гиперболический угол наклона прямой,

проходящей через центр декартовой плоскости и точку гипер-
болы (x, y) = ( 1

y , y), равен

ψ =
1
2

log y2 (2.3.2)

то

φ =
∣∣ eψ
∣∣ mod 2π − π = |y| mod 2π − π

ϑ = 2 arctan
(

e2ψ
)
− π

2
= gd 2ψ

(2.3.3)

где φ - угловая координата точки ( 1
y , y) на торе, а ϑ = φ/2 =

π {y} − π
2 - соответствующая ей широта на двухслойной обо-

лочке сферы.
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2 Хаотическая динамика на сфере

Попробуем теперь объединить гиперболический угол на-
клона обмотки и евклидов угол поворота обмотки в отобра-
жении линейной функции z = (r + iτ)x + a + ib, где τ > 0, а
r ∈ R, на экспоненту

eπ(r−1+iτ)x2+2πc = eπ(r−1)x2+2πa eπiτx2+2πib (2.3.4)

где c = a + ib, которое следует рассматривать как комплекс-
ную функцию намотки линии графика на логарифмическую
спираль

e2πceπ( r−1
τ +i)t (2.3.5)

где t = τx. Впрочем, эту обмотку можно оживить, если пере-
менной x придать значение времени, параметру τ - значение
угловой скорости разворачивания спирали, а параметру r−1

τ -
значение тангенса угла развертки логарифмической спирали.
Наконец, имея в виду, что ψ = 1

2 log π(r− 1) - гиперболи-
ческий угол наклона прямой линии y = π(r − 1)x в момент
времени x = 1 и ψ = 1

2 log π(r− 1)x2 в момент времени x,
выпишем в явном виде отображение намотки комплексной
линейной функции на комплексную спираль в представлении
обмотки сферы

ϑ = 2 arctan
(

eπ(r−1)x2+2πa
)
− π

2

ϕ =

∣∣∣∣π(τx2 +
1
2

b
)∣∣∣∣ mod 2π

(2.3.6)

которое каждой комплексной линейной функции (а также
сумме и произведению двух комплексных линейных функ-
ций) ставит во взаимно однозначное соответствие спирале-
видную линию на сфере.

Пусть теперь действительная величина τ > 0 выполняет
роль эволюционного параметра, log τ служит параметром ли-
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2 Хаотическая динамика на сфере

нейного времени, а образ точки на обмотке описывается сле-
дующим пилообразным выражением/

eπiταx2
/

= e−πτx2
(∣∣∣ eπ(1−γ)τx2

+ π
∣∣∣ mod 2π − π

)
eπiβτx2

(2.3.7)
где комплексной параметр α = β + iγ выполняет роль угло-
вой скорости точки на сфере. Заметим при этом, что выраже-
ние 2.3.7 состоит из нескольких множителей, среди которых
первый фактор это весовой коэффициент точки, а остальные
задают координаты точки на тороидальной оболочке сферы.
Дополнив описание движения точки обмотки линией наблю-
дателя, мы получим выражение

/
eπiταx2+2πicx

/
=

e−πτx2
(∣∣∣ eπ(1−γ)τx2−2πbx + π

∣∣∣ mod 2π − π
)

eπiβτx2+2πiax

(2.3.8)

где c = a + ib ∈ C – комплексный параметр угловой скорости
наблюдателя. Однако, если зафиксировать местоположение
точек измерения (наблюдения) координат на сфере, полагая
x = m ∈ Z, то можно будет наблюдать точку обмотки с ко-
ординатами /

eπiατm2+2πimc
/

(2.3.9)

а сумма
θ (c, τα) = ∑

m∈Z

/
eπiατm2+2πimc

/
(2.3.10)

представляет собой тэта-функцию Якоби. В то же время, если
зафиксировать точку измерения и местоположение наблюда-
теля, полагая x = 1, c = 0, то в дискретные моменты эво-
люции τ = log n, где n ∈ N, можно наблюдать координаты
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2 Хаотическая динамика на сфере

обмотки/
eπiα log n

/
=

1
nπ

(∣∣nπ−γ + π
∣∣ mod 2π − π

)
nπiβ (2.3.11)

а сумма
ζ(s) = ∑

n∈N

/
n−s/ (2.3.12)

где s = σ + it = −πiα, представляет собой дзета-функцию
Римана. В таком случае, тривиальные нули дзета-функции
Римана суть решения уравнения

∑
n∈N

1
n

(∣∣∣n1−σ + 1
∣∣∣ mod 2− 1

)
= 0 (2.3.13)

физический смысл которых заключается в достижении рав-
номерного распределения веса точек, лежащих на счетном
множестве окружностей Вилларсо тороидальной оболочки
сферы, при фиксированной угловой координате точки на са-
мой окружности Вилларсо. Вместе с тем, при движении точ-
ки со скоростью t по окружности Вилларсо, имеющей в дис-
кретные моменты времени τ = log n, гиперболический угол
ψ = 1

2 log n2, то есть при движении окружности Вилларсо
с гиперболической скоростью σ = 1

2 , совпадающей со скоро-
стью роста широты тороидальной оболочки сферы, уравнение

∑
n∈N

1
n
(∣∣√n + 1

∣∣ mod 2− 1
)

nit = 0 (2.3.14)

доставляет все нетривиальные нули дзета-функции Римана.

2.4 О случайном блуждании по
ломаным линиям обмотки сферы

Пусть задано конечное множество натуральных чисел
{1, . . . , N}, причем выборка из этого множества осуществля-
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2 Хаотическая динамика на сфере

ется случайным образом. Обозначим X случайную величину,
принимающую значение выбранного числа. Выбор осуществ-
ляется так, что вероятность выбора n равна P(X = n) = 1

N ,
то есть предполагается равная вероятность выбора n. Кроме
того, пусть с этой случайной величиной связана комплекс-
ная случайная величина Yη,N = Xiη, где i — мнимая едини-
ца, η — вещественный параметр, которую следует понимать
как случайную точку eiα, где α = 2π {η ln X}, на комплекс-
ной единичной окружности. При этом вероятность выбора niη

также равна P(Yη,N = niη) = 1
N , а комплексную величину

P(Yη,N = niη) = niη

N мы трактуем как амплитуду вероятно-
сти выбора случайной величины niη. Тогда математическое
ожидание случайной величины Yη,N вычисляется по формуле

M(Yη,N) =
N

∑
1

niη

N
=

N

∑
1

P(niη) (2.4.1)

и поскольку Yη,N = eiα, где α = 2π {η ln X} — угловой пара-
метр единичной окружности комплексной плоскости, то мате-
матическое ожидание M(Yη,N) можно интерпретировать как
среднее значение множества чисел {1iη , . . . , Niη}, лежащих на
единичной окружности комплексной плоскости. В этой свя-
зи возникает вопрос существования предела, для которого (в
случае его существования) выполняется уравнение

Ψη(β) = lim
N→∞

∑
{n| α<β}

niη

N
=
∫ β

0
ρη(x)dx (2.4.2)

где α = 2π {η ln X}, 0 ≤ β ≤ 2π, а ρη(x) — непрерывная
комплекснозначная функция. При этом функцию Ψη(β) сле-
дует интерпретировать как функцию непрерывного распреде-
ления амплитуды вероятности случайной величины Yη, кото-
рая получается из дискретной случайной величины Yη,N при
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2 Хаотическая динамика на сфере

устремлении N к бесконечности. В самом деле, поскольку

Ψ′η(β) = lim
N→∞
ε→0

∑
{n| β<α<β+ε}

niη

εN
= ρη(β) (2.4.3)

откуда в силу niη = eiβ имеет место

|ρη(β)| = lim
N→∞
ε→0

∑
{n| β<α<β+ε}

1
εN

(2.4.4)

то функция |ρη(x)| есть плотность вероятности случайной ве-
личины Yη, а функция ρη(x) = eix|ρη(x)| — соответственно
плотность амплитуды вероятности случайной величины Yη.
Наконец, заметим, что

M(Yη) = Ψη(2π) = lim
N→∞

N

∑
1

niη

N
=
∫ 2π

0
ρη(x)dx (2.4.5)

До сих пор мы исходили из равной вероятности выбора слу-
чайной величины Yη, однако если, например, P(Yη) = n−σ

ζ(σ)
,

где σ > 1, то

M(Yη) =
1

ζ(σ)

∞

∑
1

niη−σ =
ζ(σ + iη)

ζ(σ)
(2.4.6)

поэтому разумно предположить, что

M(Yη) =
ζ(σ + iη)

ζ(σ)
(2.4.7)

и при σ < 1. При этом следует иметь в виду, что относи-
тельная вероятность выбора случайной величины Yη (веро-
ятность, взятая без учёта нормировочного множителя) равна
n−σ.
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Далее, опираясь на динамику броуновского движения [39],
рассмотрим процесс случайного блуждания частицы по об-
мотке сферы. Пусть вероятность свободного пробега без учета
нормировочного множителя за интервал времени τ из точки
x = 0, в точку x = m по обмотке, которая вращается с ком-
плексной скоростью α = β + iγ, где γ > 0, равна e−πγτm2

. То-
гда, объединив эту вероятность с достоверной информацией о
координатах частицы на обмотке сферы в одном комплексном
числе

eπiταm2
= e−πγτm2

eπiβτm2
(2.4.8)

мы получим амплитуду вероятности свободного пробега за
интервал времени τ из точки x = 0, в точку x = m по обмотке,
вращающейся с комплексной скоростью α = β + iγ. Пусть
теперь время измерения дискретно τ = n, а в cумме амплитуд
вероятностей

∑
m∈Z

eπinαm2
(2.4.9)

содержится информация о среднем во времени значении коор-
динаты частицы на обмотке сферы (аргумент суммы) и об ин-
тенсивности этого среднего значения (модуль суммы). Строго
говоря, в данном случае сумма амплитуд вероятностей это ма-
тематическое ожидание такой случайной величины как ком-
плексное представление угловой координаты обмотки сферы.
В свою очередь, амплитуда вероятности марковского процес-
са случайного блуждания, состоящего из счетного числа про-
извольных свободных пробегов по еще не занятым обмоткам
сферы, есть произведение сумм

∏
n∈P

∑
m∈Z

eπinαm2
(2.4.10)

то есть бесконечное произведение дискретных значений тета-
функции. Не берясь непосредственно за подсчет функции,
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к которой сходится это бесконечное произведение бесконеч-
ных сумм, мы все же присмотримся к нему с другой (бо-
лее физической) стороны. Предположим для простоты, что
nα = nβ, а следовательно все случайные события (прооиз-
вольные свободные пробеги частицы по произвольной обмот-
ке сферы) имеют равную вероятность. Кроме того, пусть за-
дан конечный интервал измерения времени и координаты ча-
стицы ∆τ = ∆x, причём τn = n∆τ, где n ∈ N, xj = j∆x, где
j ∈ Z, а f

(
τ1, xj(τ1)

)
– первоначальное значение комплексной

амплитуды вероятности появления частицы с координатой xj.
Тогда произведение суммм

f (τn, xm(τn)) = ∏
i<n

∑
j,k∈Z

f
(
τ1, xj(τ1)

)
e

πiτβ
i

(
xk(τi+1)−xj(τi)

∆τ

)2

(2.4.11)
при предельно малых интервалах измерения времени и коор-
динаты частицы ∆τ = ∆x → 0 можно обозначить обобщаю-
щим его функциональным интегралом

f (τ → ∞, x) =
∫

Dx f (τ, x)eπidτβ( dx
dτ )

2

(2.4.12)

из которого следует интегральное уравнение

f (τ + ∆τ, x) =
+∞∫
−∞

f (τ, y)eπi∆τβ( x−y
∆τ )

2

dy =

+∞∫
−∞

f (τ, y)eπiτβ−1 (x−y)2
∆τ dy

(2.4.13)

и соответствующее ему дифференциальное уравнение

i
∂ f (τ, x)

∂τ
= −τ1−β

4π

∂2 f (τ, x)
∂x2 (2.4.14)
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а затем сравнить его с одномерным уравнением Шрединге-
ра свободной частицы. Заметим при этом, что при замене
t = log τ, соответствующей переходу к линейному времени,
уравнение приобретает вид

i
∂ψ(t, x)

∂t
= −e−tβ

4π

∂2ψ(t, x)
∂x2 (2.4.15)

Это уравнение, конечно же, отличается от уравнения Шре-
дингера, но в частном случае β = 0 отличие исчезает. Вместе
с тем, понятно, что возможно еще большее обобщение урав-
нения Шредингера

i
∂ψ(t, x)

∂t
= −e−tα

4π

∂2ψ(t, x)
∂x2 (2.4.16)

где α = β + iγ.
В заключение возьмем статистическую сумму

∑
n∈N

∑
m∈Z

eπinαm2
(2.4.17)

которая по сути есть среднее значение угловых координат об-
моток сферы, полученное суммированием не только по мно-
жеству всех целых значений координат линии наблюдателя,
но и по натуральному множеству всех возможных графиков
обмотки сферы, и установим ее связь с тета-функцией Якоби
ϑ(0, τ). Прежде всего, заметим, что в сумме 2.4.17 содержатся
две суммы, а именно, тета-функция Якоби

∑
m∈Z

eπinαm2
= ∑

m∈Z

eπiαnm2
= θ(0, nα) (2.4.18)

где α = β + iγ и сумма

∑
n∈N

eπinαm2
= ∑

n∈N

eπiαnm2
(2.4.19)
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которая в случае γ > 0 является сходящейся геометрической
прогрессией и равна

eπiαm2

1− eπiαm2 (2.4.20)

Следовательно исходную двойную сумму 2.4.17 можно упро-
стить до простой суммы и получить искомую функцию

∑
m∈Z

eπiαm2

1− eπiαm2 =
θ(0, α)

1− θ(0, α)
(2.4.21)

Таким образом, для статистической суммы, интерпретируе-
мой как амплитуда вероятности газа, состоящего из частиц,
блуждающих по намотке сферы, выполняется тождество

∑
n∈N

∑
m∈Z

eπinαm2
= ∑

n∈N

θ(0, nα) =
θ(0, α)

1− θ(0, α)
(2.4.22)

Вместе с тем, если функцию

ρ(τ) =
θ(0, iτ)

1− θ(0, iτ)
(2.4.23)

где τ ≥ 0, понимать как комплексную плотность вероятности,
то применив к ней интегральное преобразование, мы получим
частотную плотность распределения вероятности (характери-
стическую функцию)

ζ(z) =
+∞∫
0

θ(0, iτ)τiz−1

1− θ(0, iτ)
dτ =

+∞∫
−∞

θ(0, iet)eizt

1− θ(0, iet)
dt (2.4.24)

где t = log τ. А поскольку эволюция функции θ(x, iτ) описы-
вается уравнением теплопроводности

∂θ(x, iτ)
∂τ

=
1

4π

∂2θ(x, iτ)
∂x2 (2.4.25)
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с начальными условиями limτ→0 θ(x, iτ) = δ(x−m), где m ∈
Z, то было бы интересно знать, какое дифференциальное
уравнение соответствует функции

ϕ(x, iτ) = ∑
n∈N

θ(x, niτ) =
θ(x, iτ)

1− θ(x, iτ)
(2.4.26)

или функции

ζ(x, iz) =
+∞∫
0

τiz−1 ϕ(x, iτ)dτ (2.4.27)

полученной из оригинальной с помощью интегрального пре-
образования Меллина.

2.5 Заключение

Таким образом, несмотря отказ от физичности представлен-
ной здесь динамической модели, её абстрактные математи-
ческие конструкции имеют некоторое сходство с математи-
ческим формализмом квантовой механики, а следовательно
вопросы обоснования квантовой механики, возможно, могли
бы получить ответ в рамках развитого здесь математического
формализма. По крайней мере, если функция 2.4.26 удовле-
творяет обобщенному уравнению Шредингера, то можно бы-
ло бы ее интерпретировать как амплитуду колебаний обмотки
сферы. Кроме того, унитарная группа изометрий тора на сфе-
ре подсказывает нам, что природа электрона как-то связана
с геометрией обмотки сферы. Например, постоянную тонкой
структуры можно было бы связать с углом наклона окружно-
сти Вилларсо, который она имеет в настоящий момент эволю-
ции, а массу электрона - с псевдоевклидовой длиной замкну-
той обмотки сферы, имеющей форму (2,3)-торического узла.

44



2 Хаотическая динамика на сфере

Тогда иерархию лептонов можно было бы объяснить связкой
из трехлистников. Действительно, пусть тангенс угла накло-
на прообраза замкнутой обмотки на комплексной плоскости
равен

tan ϑc =
2
3

α (2.5.1)

где tan ϑ0 = α - тангенс угла наклона диагонали прямоуголь-
ника, который служит прообразом обмотки тора на сфере, а
коэффициент роста производной от этой обмотки логариф-
мической спирали r = ekϕ равен

k = −1− log
2
3

α (2.5.2)

Тогда если за единицу измерения угла развертки ϕ спира-
ли принять число четвертей оборотов обмотки, а в качестве
массы лептона N-ой иерархии взять длину спирали за j + 1
четвертей оборотов обмотки

MN = ek(1+j) (2.5.3)

где j =
N
∑

n=0
n4 , то при упрощении k′ = k + 1 выполняется

формула Барута [40] для соотношения масс лептонов.
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3 О некоторых приложениях
алгебры векторных полей

3.1 Линейные векторные поля

В статье собраны алгебраические, геометрические и динами-
ческие факты, касающиеся векторных полей простых локаль-
но аффинных многообразий (Rn, цилиндры, торы), причем
главным ингридиентом коллекции служит алгебра этих век-
торных полей с произведением X ?Y = ∇XY, где∇ — плоская
связность без кручения локально аффинной структуры мно-
гообразия.

3.1.1 Определение. Пусть X векторное поле гладкого много-
образия M, где (U, u) — тотальная карта M, а {ui} — ассоци-
ированная с ней система координат. Векторное поле X с его
локальным представлением

X = Xi ∂

∂ui

называется линейным относительно {ui}, если его локальные
компоненты имеют форму

Xi = Ci
ju

j

где Ci
j ∈ R.
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3 О некоторых приложениях алгебры

Начиная с простейшего двумерного случая, напомним, что
если на декартовой плоскости (x, y) заданы гладкие вектор-
ные поля

A(x, y) = ax(x, y)∂x + ay(x, y)∂y,

B(x, y) = bx(x, y)∂x + by(x, y)∂y,
(3.1.1)

и функция f (x, y), то градиентом этой функции называется
дифференциальная 1-форма (ковекторное поле)

∇ f (x, y) =
∂ f (x, y)

∂x
dx +

∂ f (x, y)
∂y

dy (3.1.2)

а производной функции f (x, y) по направлению векторного
поля A(x, y) называется функция свертки градиента ∇ f (x, y)
и векторного поля A(x, y)

∇A f (x, y) = 〈A(x, y),∇ f (x, y)〉 = ax
∂ f (x, y)

∂x
+ ay

∂ f (x, y)
∂y

.

(3.1.3)
В свою очередь, производной векторного поля B(x, y) вдоль
векторного поля A(x, y) называется векторное поле

∇AB = ∇Abx∂x +∇Aby∂y. (3.1.4)

соответственно производной от A(x, y) по направлению
B(x, y) будет векторное поле:

∇B A = ∇Bax∂x +∇Bay∂y. (3.1.5)

Наконец, скобкой Ли двух векторных полей называется век-
торное поле

[A, B] = ∇AB−∇B A = (∇Abx −∇Bax)∂x + (∇Aby −∇Bay)∂y.
(3.1.6)
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3 О некоторых приложениях алгебры

Пусть все рассматриваемые далее векторные поля являются
линейными [3], то есть их координатные функции суть линей-
ные функции координат декартовой плоскости. Тогда линей-
ные векторные поля декартовой плоскости относительно про-
изводной векторного поля по направлению векторного поля
образуют алгебруA∇, которая изоморфна матричной алгебре
M2(R) и инвариантна относительно невырожденных линей-
ных преобразований координат декартовой плоскости. Вме-
сте с тем, касательные линейные векторные поля (т.е. линей-
ные векторные поля без радиальной составляющей, которая
колинеарна единичному векторному полю x∂x + y∂y) относи-
тельно скобки Ли образуют алгебру AT, которая изоморф-
на матричной алгебре Ли sl2(R) и инвариантна относительно
произвольных невырожденных линейных преобразований ко-
ординат декартовой плоскости.

В качестве иллюстрации этих алгебр мы построим алгебру
линейных векторных полей со структурой алгебры комплекс-
ных чисел. Возьмем векторные поля

E = x∂x + y∂y, I = y∂x − x∂y (3.1.7)

для которых справедливы соотношения

E2 = E ? E = ∇EE = x∂x + y∂y = E, (3.1.8)
E ? I = I ? E = ∇E I = ∇I E = y∂x − x∂y = I, (3.1.9)

I2 = I ? I = ∇I I = −x∂x − y∂y = −E. (3.1.10)

Следовательно векторное поле I служит генератором алгебры
линейных векторных полей (подалгебры A∇), которая изо-
морфна алгебре комплексных чисел 〈(I, ∗)〉R ∼= C, и алгеб-
ры Ли линейных векторных полей (подалгебры AT), которая
изоморфна соответствующей унитарной алгебре 〈(I, [, ])〉R ∼=
u(1).
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3 О некоторых приложениях алгебры

Понятие алгебры линейных векторных полей декартовой
плоскости A∇ легко обобщается на случай декартова про-
странства Rn. Действительно, если имеется произвольное ли-
нейное векторное поле

A = a1∂x1 + · · ·+ an∂xn = ai∂xi (3.1.11)

где ai = ai1x1 + · · ·+ ainxn, и произвольное линейное вектор-
ное поле

B = b1∂x1 + · · ·+ bn∂xn = bi∂xi (3.1.12)

где bi = bi1x1 + · · ·+ binxn, а также задана операция диффе-
ренцирования векторного поля A по направлению векторного
поля B

∇B A =
n

∑
i=1
∇Bai∂xi =

n

∑
i=1

bj ∂ai

∂xj
∂xi =

n

∑
i=1

(b11x1 + · · ·+ b1nxn)
∂(ai1x1 + · · ·+ ainxn)

∂x1
∂xi + · · ·

+ (bn1x1 + · · ·+ bnnxn)
∂(ai1x1 + · · ·+ ainxn)

∂xn
∂xi =

n

∑
i=1

[
(ai1b11 + · · ·+ ainbn1)x1 + · · ·+ (ai1b1n + · · ·+ ainbnn)xn

]
∂xi =

n

∑
i=1

cijxj∂xi = ci∂xi = C, (3.1.13)

тогда, поскольку C = (cij)n = (aij)n(bij)n = AB ∼= ∇B A,
то имеет место эквивалентность алгебры линейных вектор-
ных полей декартова пространства Rn и матричной алгебры
Mn(R), то есть алгебры эндоморфизмов линейного простран-
ства Rn.
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3.2 Локальная алгебра векторных
полей

Пусть на касательном расслоении многообразия Mn с помо-
щью формального выражения

c(x′) =
n

∑
i=1

cij(x′)dx′j∂x′i (3.2.1)

где (cij)n = C ∈ Mn(R), ∂x′i ∈ Tx′Mn, а dx′j — это ко-
ординаты произвольной точки в касательном пространстве
Tx′Mn, задан элемент локальной алгебры линейных вектор-
ных полей A∇(Tx′Mn). Тогда невырожденное отображение
F : Rn 7→ Mn : (x → x′) индуцирует из Tx′Mn в TxRn локаль-
ную алгебру A∇(TxRn) линейных векторных полей касатель-
ного расслоения пространства Rn. Действительно, поскольку
∂xi ∈ TxRn, dx′j = Jji(x)dxi, ∂x′i = J−1

ij (x)∂xj, где Jij(x) – яко-
биан отображения F, то

c′(x) =
n

∑
i=1

(J−1CJ)ij(x)dxj∂xi (3.2.2)

и при этом c′(x) ∈ A∇(TxRn). С другой стороны, если у нас
имеется елемент глобально линейной алгебры A∇(Rn)

c′(x) =
n

∑
i=1

c′ijx
j∂xi (3.2.3)

тогда в силу C = JC′ J−1, эта алгебра переносится в
A∇(Tx′Mn) в виде выражения

c(x′) =
n

∑
i=1

(JC′ J−1)ij(x′)dx′j∂x′i . (3.2.4)
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Кроме того, в том случае, когда в качестве алгебры A рас-
сматривается некоторая подалгебра матричной алгебры эндо-
морфизмов Rn и C′ ∈ A, то на производные от C′ элементы
c(x′) локальной алгебры A∇(Tx′Mn) должны быть наложены
дополнительные условия. Действительно, если требуется со-
хранение принадлежности подалгебре C(x′) ∈ A для всех x′,
то необходимо выполнение условия J ∈ GA, где GA – группа
обратимых элементов подалгебры A, поскольку только то-
гда J действует на A по формуле внутренних автоморфизмов
группы GA: C′ = J−1CJ.

Если в качестве примера выполнения условия J ∈ GA об-
ратиться к локальной алгебре линейных векторных полей
A∇(R2), имеющей структуру алгебры комплексных чисел,
то мы получим условия Коши-Римана. В самом деле, если
C′(x) ∈ C, то требуется выполнение условия

J(x) =

 ∂x′1
∂x1

∂x′1
∂x2

∂x′2
∂x1

∂x′2
∂x2

 ∈ C\{0} (3.2.5)

которое означает, что

∂x′1
∂x1

=
∂x′2
∂x2

,
∂x′1
∂x2

= −∂x′2
∂x1

(3.2.6)

Аналогично, если обратиться к локальной алгебре A∇(R8),
имеющей структуру матричной алгебры M4(C), тогда в силу

J(x) =

 ∂x′2i−1
∂x2j−1

∂x′2i−1
∂x2j

∂x′2i
∂x2j−1

∂x′2i
∂x2j


8

∈ M4(C)\{0} (3.2.7)

где i, j = 1, . . . , 4, мы получим условия типа Коши-Римана

∂x′2i−1
∂x2j−1

=
∂x′2i
∂x2j

,
∂x′2i−1
∂x2j

= −
∂x′2i

∂x2j−1
(3.2.8)
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Понятно при этом, что при перестановке координат многооб-
разия M8 условия типа Коши-Римана меняют свой вид в це-
лом, но условия Коши-Римана для каждой последовательной
пары координат первоначального порядка сохраняются. На-
пример, при соответствующей перестановке координат усло-
вия типа Коши-Римана приобретают вид

∂x′i
∂xj

=
∂x′i+4
∂xj+4

,
∂x′i

∂xj+4
= −

∂x′i+4
∂xj

(3.2.9)

Пусть теперь дано

x1 = ez cos ϕ, x2 = ez sin ϕ (3.2.10)

C′(x) =
(

x1 −x2
x2 x1

)
∈ C. (3.2.11)

Тогда отображение F : R2 7→ R× S1 : (x1, x2) → (z, ϕ) имеет
якобиан

J(z, ϕ) = e−z
(

cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
∈ C\{0} (3.2.12)

и поэтому

C(z, ϕ) = JC′(x)J−1 = ez
(

cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
∈ C (3.2.13)

Таким образом, комплексная плоскость, как локальная алгеб-
ра A∇(R2) со структурой C, и комплексный цилиндр, как ло-
кальная алгебра A∇(R× S1) со структурой C, эквивалентны,
а соответствие между этими локальными алгебрами эквива-
лентно комплексно-аналитическому отображению

z + iϕ→ ezeiϕ :
(

z −ϕ
ϕ z

)
→ ez

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
(3.2.14)
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где z, ϕ ∈ R, в котором комплексификация накрытия цилин-
дра отображается на комплексификацию цилиндра.

Пусть теперь локальная алгебра линейных векторных по-
лей A∇(M′8) индуцирована отображением F : M8 7→ M′8 :
(zi, ϕi)4 → (z′i, ϕ′i)4) с якобианом J(z′, ϕ′). Тогда уравнения
типа Коши-Римана имеют вид

∂z′i
∂zj

=
∂ϕ′i
∂ϕj

,
∂z′i
∂ϕj

= −
∂ϕ′i
∂zj

(3.2.15)

где i, j = 1, 2, 3, 4, и они индуцируют риманову метрику мно-
гообразия M4(zi = ϕi), в котором координатами служат вин-
товые линии четырех бесконечных цилиндров.

Заметим также, что если C′(x) принадлежит алгебре двой-
ных чисел:

C′(x) =
(

x1 x2
x2 x1

)
∈ D (3.2.16)

тогда для того, чтобы выполнялось условие принадлежности
C(x′) ∈ D, требуется выполнение гиперболических уравнений
Коши-Римана:

∂x′1
∂x1

=
∂x′2
∂x2

,
∂x′1
∂x2

=
∂x′2
∂x1

(3.2.17)

Обратимся теперь к вопросу о локальной деформации ал-
гебры Ли векторных полей. Для этого мы сначала сформиру-
ем, алгебру Ли, линейных ковекторных полей, ортогональных
(в нейтральной метрике) дифференциальной 1-форме, полу-
ченной взятием градиента от соответствующего квадратично-
го метрического интервала 2n-мерного евклидова простран-
ства

∇S2 =
∂(xi)2

∂xi dxi (3.2.18)
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где i = 1, . . . , 2n, а затем рассмотрим локальную алгебру Ли,
ковекторные поля которой локально ортогональны этой диф-
ференциальной 1-форме в нейтральной метрике квадратич-
ного метрического интервала многообразия M2n

ds2 = gii(x′)(dxi)2 − gii(x′)(dxi+n)2 (3.2.19)

где i = 1, . . . , n, а независимыми переменными служат коор-
динаты касательного пространства многообразия Tx′M2n. Тем
самым, локальная деформация алгебры локальных линейных
векторных полей многообразия M2n в некоторых случаях мо-
жет индуцировать на нем риманову (псевдо-риманову) мет-
рику и тогда мы говорим об алгебре Ли AT(Tx′Mn) как об
алгебре Ли векторных полей Киллинга.

3.3 Геометрия алгебры векторных
полей

Прежде всего примем удобную систему обозначений мно-
гомерных пространств, сохраняющих квадратичные формы.
Если в n-мерном линейном пространстве сохраняется квадра-
тичная форма, имеющая канонический вид

x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

m (3.3.1)

где n− m = d, m− k = l, то следуя [2], мы его представля-
ем как полуевклидово пространство дефекта d и индекса l с
обозначением l+{d}Rn, причем при нулевом дефекте следует
говорить об евклидовых пространствах индекса l. Заметим
при этом, что гиперсферы этих пространств задаются урав-
нением

x2
1 + · · ·+ x2

k − x2
k+1 − · · · − x2

m = const (3.3.2)
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соответствующим каноническому виду квадратичной формы,
однако уравнение гиперсферы может иметь и другой вид, со-
ответствующий неканоническому виду квадратичной формы,
например, при другом порядке следования индексов коорди-
нат.

Обратимся теперь к алгебре A∇(R2) линейных векторных
полей со структурой алгебры комплексных чисел C. Геомет-
рическая структура этой алгебры определяется ее образую-
щими векторными полями, а именно радиальным и касатель-
ным векторными полями

E = x∂x + y∂y, I = y∂x − x∂y (3.3.3)

А поскольку векторное поле I ортогонально к E в метрике
евклидовой плоскости (x, y), и поэтому касательно к окруж-
ностям x2 + y2 = const, то в данном случаеA∇(R2) — есть ал-
гебра линейных векторных полей евклидовой плоскости R2.

Аналогично, геометрическая структура алгебры A∇(1R2)
линейных векторных полей со структурой алгебры двойных
чисел D определяется ее образующими векторными полями,
а именно радиальным и касательным векторными полями:

E = x∂x + y∂y, J = y∂x + x∂y (3.3.4)

где векторное поле J ортогонально к E в метрике псевдоев-
клидовой плоскости (x, y), а следовательно касательно к рав-
нобочным гиперболам x2 − y2 = const. Тем самым, в данном
случае A∇(1R2) — есть алгебра линейных векторных полей
псевдоевклидовой плоскости 1R2.

В свою очередь, геометрическая структура алгебры
A∇(R2) линейных векторных полей со структурой матрич-
ной алгебры M2(R) определяется ее образующими векторны-
ми полями, а именно радиальным и касательными векторны-
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ми полями

E = x∂x + y∂y, I = y∂x − x∂y,

J = y∂x + x∂y, I J = x∂x − y∂y
(3.3.5)

где векторное поле I J ортогонально к E в метрике псевдоев-
клидовой плоскости (x + y, x− y), а следовательно касатель-
но к равнобочным гиперболам xy = const. Таким образом, в
данном случае A∇(R2) — есть алгебра линейных векторных
полей декартовой плоскости R2.

Обращаясь к алгебрам Ли AT, следует заметить, что по-
скольку множество элементов этой алгебры получается ис-
ключением из алгебры A∇ радиальной составляющей E, то
геометрия алгебры Ли AT полностью задается геометрией со-
ответствующих касательных векторных полей. В частности,
если мы обратимся к алгебре Ли касательных векторных по-
лей алгебры A∇(R4) со структурой алгебры кватернионов H,
то обнаружим, что эти векторные поля касательны к гипер-
сферам 4-мерного евклидова пространства R4. Действитель-
но, в этом случае

AT(R4) = 〈iσ1, iσ2, iσ3〉R = isu(2) (3.3.6)

где σj – матрицы Паули, а iσj – матричное представление век-
торных полей

iσ1 : x4∂x1 − x3∂x2 + x2∂x3 − x1∂x4,

iσ2 : x3∂x1 + x4∂x2 − x1∂x3 − x2∂x4,

iσ3 : x2∂x1 − x1∂x2 − x4∂x3 + x3∂x4

(3.3.7)

каждое из которых ортогонально радиальному векторному
полю

σ0 : x1∂x1 + x2∂x2 + x3∂x3 + x4∂x4 (3.3.8)
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в метрике евклидова пространства R4. Кроме того, легко за-
метить, что каждое из этих векторных полей порождает пар-
ные вращения, а следовательно они касательны к окруж-
ностям Вилларсо соответствующих 2-торов, лежащих на 3-
сфере. Итак, в данном случае AT(R4) — есть алгебра каса-
тельных линейных векторных полей классического тора, вра-
щающегося в евклидовом пространстве R4. Вместе с тем, лег-
ко заметить, что

AT(
2R4) = 〈σ1, σ2, σ3〉R = su(2) (3.3.9)

где 2R4 — евклидово пространство с нейтральной метрикой.
Аналогично, если

AT(
{2}R6) =

〈[
iσj
]

k

〉
R
= isu(3) (3.3.10)

где
[
iσj
]

k – матричное представление векторных полей с ну-
левой компонентой ∂x2k−1 и ∂x2k, а именно

[iσ1]1 : x6∂x3 − x5∂x4 + x4∂x5 − x3∂x6,

[iσ1]2 : x6∂x1 − x5∂x2 + x2∂x5 − x1∂x6,

[iσ1]3 : x4∂x1 − x3∂x2 + x2∂x3 − x1∂x4,

[iσ2]1 : x5∂x3 + x6∂x4 − x3∂x5 − x4∂x6,

[iσ2]2 : x5∂x1 + x6∂x2 − x1∂x5 − x2∂x6,

[iσ2]3 : x3∂x1 + x4∂x2 − x1∂x3 − x2∂x4,

[iσ3]1 : x4∂x3 − x3∂x4 − x6∂x5 + x5∂x6,

[iσ3]2 : x2∂x1 − x1∂x2 − x6∂x5 + x5∂x6,

[iσ3]3 : x2∂x1 − x1∂x2 − x4∂x3 + x3∂x4

(3.3.11)

причем
[iσ3]1 + [iσ3]3 = [iσ3]2 (3.3.12)
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то легко проверить, что каждое из этих векторных полей
касательно к гиперсферам пространства {2}R6, то есть 6-
мерного полуевклидова пространства дефекта 2. Действи-
тельно, поскольку каждому из этих векторных полей най-
дется такая подходящая квадратичная форма, что ассоции-
рованное с ней скалярное произведение этого векторного по-
ля и радиального векторного поля зануляется, то в данном
случае AT(

{2}R6) — есть алгебра касательных линейных век-
торных полей классического тора, вращающегося в полуев-
клидовом пространстве {2}R6. Впрочем, возможно и эквива-
лентное представление алгебры isu(3) как алгебры касатель-
ных линейных векторных полей 3-тора, вращающегося в 6-
мерном евклидовом пространстве R6. В самом деле, доста-
точно добавить к каждому базисному элементу

[
iσj
]

k компо-
ненту x2k∂x2k−1 − x2k−1∂x2k и мы получим требуемое. Кроме
того, можно заметить, что

AT(
3R6) = su(3) (3.3.13)

Еще одним примером алгебры Ли, порождаемой алгеброй
касательных линейных векторных полей полуевклидова про-
странства {2}R4 служит алгебра вращений в 4-мерном евкли-
довом пространстве so(4). Действительно, пусть

J1 : x2∂x1 − x1∂x2,

J2 : x3∂x1 − x1∂x3,

J3 : x4∂x1 − x1∂x4,

J4 : x3∂x2 − x2∂x3,

J5 : x4∂x2 − x2∂x4,

J6 : x4∂x3 − x3∂x4

(3.3.14)

Тогда
AT(

{2}R4) = 〈Jk〉R = so(4) (3.3.15)
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Объединим теперь чисто евклидово пространство и евкли-
дово пространство с нейтральной метрикой. Поскольку

AT(
2R4 + R4) =

〈
(σj)3, (iσj)3

〉
R
= sl2(C) (3.3.16)

и легко проверить, что каждое из этих векторных полей ка-
сательно либо к гиперсферам пространства 2R4 с квадра-
тичной формой в подходящей системе координат либо к ги-
персфере евклидова пространства R4, то в данном случае
A∇(2R4 + R4) — есть алгебра касательных линейных век-
торных полей классического тора, вращающегося в 4-мерном
пространстве с нейтральной и евклидовой метрикой.

Наконец, пусть

AT(
4R8 + R8) =〈

γ0, iγ0, γ[1,2,3], iγ[1,2,3], γ0γ[1,2,3], iγ0γ[1,2,3]

〉
R
= sl4(C)

(3.3.17)

где γ[1,2,3] это набор из семи γ-матриц Дирака (γ1, γ2, γ3,
γ1γ2, γ1γ3, γ2γ3, γ1γ2γ3). Тогда можно заметить, что каж-
дое из этих векторных полей касательно либо к гиперсфе-
рам евклидова пространства 4R8 с квадратичной формой, за-
данной в подходящей системе координат либо к гиперсферам
евклидова пространства R8. Таким образом, геометрическая
структура интересной с точки зрения физических приложе-
ний алгебры линейных векторных полей A∇ со структурой
матричной алгебры M4(C) тесно связана с геометрией евкли-
довых пространств 4R8, R8, а алгебра Ли AT(

4R8 + R8) —
есть алгебра касательных линейных векторных полей тора
T4 = S1 × S1 × S1 × S1, вращающегося в 8-мерном простран-
стве с нейтральной и евклидовой метрикой. Более того, по-
скольку

γ5 · γα + γα · γ5 = 0 (3.3.18)
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где α = 0, 1, 2, 3, γ5 = iγ0γ1γ2γ3, то в 4-мерном линейном
пространстве

〈γ5γ0, γ5γ1, γ5γ2, γ5γ3〉R = t∗γ5γ0 + x∗γ5γ1 + y∗γ5γ2 + z∗γ5γ3
(3.3.19)

квадратом

(t∗γ5γ0 + x∗γ5γ1 + y∗γ5γ2 + z∗γ5γ3)
2 =

(−t∗2 + x∗2 + y∗2 + z∗2)E
(3.3.20)

где E — единичная матрица, индуцируется квадратичная мет-
рическая форма

s∗2 = −t∗2 + x∗2 + y∗2 + z∗2 (3.3.21)

Вместе с тем, в 4-мерном линейном пространстве

〈γ0, γ1, γ2, γ3〉R = tγ0 + xγ1 + yγ2 + zγ3 (3.3.22)

квадратом:

(tγ0 + xγ1 + yγ2 + zγ3)
2 = (t2 − x2 − y2 − z2)E (3.3.23)

индуцируется квадратичная метрическая форма

s2 = t2 − x2 − y2 − z2 (3.3.24)

а суммой двух этих квадратов индуцируется дублет (финсле-
рово произведение) пространств Минковского с метрической
формой

S2 = t2 − x2 − y2 − z2 − t∗2 + x∗2 + y∗2 + z∗2 (3.3.25)

В то же время, если мы перейдем к дуальному представле-
нию:

τ0 = γ0 + γ5γ0, τ1 = γ1 + γ5γ1,

τ2 = γ2 + γ5γ2, τ3 = γ3 + γ5γ3
(3.3.26)
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τ∗0 = γ0 − γ5γ0, τ∗1 = γ5γ1 − γ1,

τ∗2 = γ5γ2 − γ2, τ∗3 = γ5γ3 − γ3
(3.3.27)

то суммой четырех квадратов индуцируется метрическая
форма гиперболического вида, а именно

(Tτ0 +T∗τ∗0 )
2 +(Xτ1 +X∗τ∗1 )

2 +(Yτ2 +Y∗τ∗2 )
2 +(Zτ3 +Z∗τ∗3 )

2

= TT∗ + XX∗ + YY∗ + ZZ∗

= t2 − x2 − y2 − z2 − t∗2 + x∗2 + y∗2 + z∗2 (3.3.28)

В качестве примера пространства, которое не допускает по-
строения алгебры линейных векторных полей (в силу отсут-
ствия касательных векторных полей у четномерных сфер),
приведем пример евклидова пространства R3. Однако сразу
отметим, что полуевклидово пространство {1}R3, гиперсферы
которого задаются совокупностью уравнений

x2
1 + x2

2 = const, x2
2 + x2

3 = const, x2
1 + x2

3 = const (3.3.29)

уже допускает алгебру линейных векторных полей, причем ее
алгебра Ли изоморфна алгебре su(2).

Далее заметим, что поскольку функция f (x + iy) =
ln ρ + iϕ, где i это генератор алгебры комплексных чисел,
ρ =

√
x2 + y2, ϕ = Arctg y

x , аналитична в смысле вы-
полнения условий Коши-Римана, а функция f (x + jy) =
ln ρ + jϕ, где j это генератор алгебры двойных чисел, ρ =√

x2 − y2, ϕ = ln
√

x+y
x−y , аналитична в смысле выполне-

ния гиперболических условий Коши-Римана, то функции
ln ρ и ϕ являются гармоническими либо в метрике евкли-
довой, либо в метрике псевдоевклидовой плоскости. Кроме
того, следует отметить, что если декартовы (линейные) ко-
ординаты (x′, y′), заданные в модифицированных полярных

координатах
(

ln
√

x2 − y2, ln
√

x+y
x−y

)
с помощью тождества

61



3 О некоторых приложениях алгебры

{(x′, 0), (0, y′)} = {(ln ρ, ϕ = 0)}, связаны с цилиндрическими
координатами многообразия

(
X = ln

√
x2 + y2, Y = Arctg y

x

)
соотношением

x′ + y′ = X, x′ − y′ = Y, (3.3.30)

то можно говорить о двух координатных системах одного и
того же цилиндрического многообразия R× S1, гомеоморф-
ного плоскости с выколотой точкой.

Итак, функции

X =
1
2

ln(x2
1 + x2

2), ϕX = X∗ = arctan
x2

x1
, (3.3.31)

Y =
1
2

ln(x2
3 + x2

4), ϕY = Y∗ = arctan
x4

x3
, (3.3.32)

Z =
1
2

ln(x2
5 + x2

6), ϕZ = Z∗ = arctan
x6

x5
, (3.3.33)

T =
1
2

ln(x2
7 + x2

8), ϕT = T∗ = arctan
x8

x7
(3.3.34)

удовлетворяют уравнениям типа Коши-Римана, а значения
этих функций равны соответствующим координатам ли-
нейного подпространства

〈
τ0, τ1, τ2, τ3, τ∗0 , τ∗1 , τ∗2 , τ∗3

〉
R
алгебры

M4(C), из которой индуцируется квадратичная метрическая
форма

S2 = t2 − x2 − y2 − z2 − t∗2 + x∗2 + y∗2 + z∗2 (3.3.35)

пространства 4R8, содержащего в себе дублет пространств
Минковского, а именно 3R4 и 1R4. При этом, заменой пере-
менных:

T = t + t∗, T∗ = t− t∗,

X = x∗ + x, X∗ = x∗ − x,

Y = y∗ + y, Y∗ = y∗ − y,

Z = z∗ + z, Z∗ = z∗ − z,

(3.3.36)
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эта квадратичная форма приводится к гиперболическому ви-
ду:

S2 = TT∗ + XX∗ + YY∗ + ZZ∗, (3.3.37)

где координаты (X, X∗, Y, Y∗, Z, Z∗, T, T∗) являются изотроп-
ными координатами пространства 4R8, а скалярное произве-
дение, ассоциированное с этой гиперболической формой, име-
ет вид:

2ab = aTbT∗ + aT∗bT + aXbX∗ + aX∗bX

+ aYbY∗ + aY∗bY + aZbZ∗ + aZ∗bZ. (3.3.38)

3.4 Динамика векторных полей

Приступим теперь непосредственно к вопросу о динамике ин-
тересных с точки зрения физики векторных полей. В этом во-
просе мы опираемся на представление о векторном поле как о
поле ускорений частиц сплошной среды (потока материи) рас-
пространяющихся по поверхности семимерной сферы S7. Од-
нако, поскольку мы хотели бы рассматривать векторное поле
ускорений в эволюции, то будем полагать, что радиус сферы
является функцией эволюционного параметра (абсолютного
времени τ), а векторное поле ускорений задано в открытом
шаре, то есть в пространстве R8. Тем самым, если векторное
поле ускорений всюду в R8 имеет только радиальную состав-
ляющую, коллинеарную радиус-вектору точки в R8, то мы
будем говорить о статическом (за исключением эволюцион-
ной составляющей) векторном поле ускорений и соответству-
ющем ему векторном поле скоростей. Впрочем, возможно и
альтернативное представление динамики векторного поля се-
мимерной сферы. Действительно, эволюцию векторного поля
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на поверхности сферы S7 можно задать статическим вектор-
ным полем на поверхности цилиндра S7 × log τ.

Далее, исходя из того, что геометрия вакуумного пото-
ка материи соответствует нейтральной метрике пространства
4R8, мы присмотримся к геометрии статического нулевого
и единичного векторного поля ускорений пространства 4R8.
Однако заметим прежде, что компактификация всех его псев-
доевклидовых плоскостей в тор превращает 4R8 в произ-
ведение клиффордова тора на классический тор S3 × S3 ×
T2, и при этом изотропный конус 8-мерного пространства с
нейтральной метрикой компактифицируется в произведение
клиффордова тора на букет из двух окружностей, на которые
отображаются изотропные прямые линии псевдоевклидовой
плоскости.

Итак, пусть поле скоростей равно

v(x) =
8

∑
1

vi(x) (3.4.1)

а поле ускорений

v̇(x) =
8

∑
1

v̇i(x) (3.4.2)

Тогда, если
8

∑
1

v̇2
i (x) =

8

∑
1

x2
i =

eτ + e−τ

2
(3.4.3)

и

v̇2(x) =
4

∑
1

v̇2
i (x)−

8

∑
5

v̇2
i (x) =

4

∑
1

x2
i −

8

∑
5

x2
i = 0 (3.4.4)
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то 
4
∑
1

v̇2
i (x) = ∑4

1 x2
i = eτ+ e−τ

4

8
∑
5

v̇2
i (x) = ∑8

5 x2
i = eτ+ e−τ

4

(3.4.5)

Таким образом, множество радиус-векторов статического ну-
левого поля ускорений принадлежит клиффордову тору S3×
S3, лежащему на семимерной сфере, а следовательно соот-
ветствующее нулевому полю ускорений поле скоростей будет
касательно клиффордову тору S3 × S3 и сфере S7. При этом
следует отметить, что в данном случае клиффордов тор сим-
метричен во все моменты эволюции, поскольку радиусы его
сфер всегда одинаковы. Если мы обратимся к статическому
ненулевому полю ускорений, то полагая

v̇2(x) =
4

∑
1

v̇2
i (x)−

8

∑
5

v̇2
i (x) =

4

∑
1

x2
i −

8

∑
5

x2
i =

eτ − e−τ

2
(3.4.6)

получим систему
4
∑
1

v̇2
i (x) = ∑4

1 x2
i = eτ

8
∑
5

v̇2
i (x) = ∑8

5 x2
i = e−τ

(3.4.7)

которой можно сопоставить изотропный конус

e−τ
4

∑
1

x2
i − eτ

8

∑
5

x2
i = 0 (3.4.8)

8-мерного пространства с эволюционирующей нейтральной
метрикой. Однако в данном случае мы видим глобальное на-
рушение симметрии клиффордова тора, в результате которо-
го радиусы сфер клиффордова тора и соответствующая им
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метрика являются функцией от эволюционного параметра.
При этом следует заметить, что локальное нарушение сим-
метрии клиффордова тора влечет за собой локальное изме-
нение метрики, ответственное за гравитационное взаимодей-
ствие нашей модели. Например, при локальном изменении
соотношения диаметров сфер клиффордова тора, вызванном
гиперболическим углом отклонения векторного поля ускоре-
ний

ϕ =
1
2

ln
v̇2

1(x) + v̇2
2(x) + v̇2

3(x) + v̇2
4(x)

v̇2
5(x) + v̇2

6(x) + v̇2
7(x) + v̇2

8(x)
(3.4.9)

его можно соотнести с гравитационным потенциалом.
Итак, геометрия статического вакуумного векторного по-

ля ускорений в эволюции (то есть динамического векторного
поля) описывается изменяющейся геометрией клиффордова
тора S3 × S3. Вместе с тем, для более полного описания эво-
люции статического вакуумного векторного поля ускорений
необходимо добавить еще одну степень свободы, связанную
с тем, что на сфере S7 клиффордов тор может вращаться,
и рассматривать геометрию произведения S3 × S3 × S1. При
этом надо понимать, что движению клиффордова тора по
поверхности сферы S7 в пространстве 4R8 соответствует его
движение по поверхности гиперсферы, а следовательно гео-
метрия динамического вакуумного векторного поля ускоре-
ний без учета изменения радиусов тора описывается геомет-
рией гиперсферы пространства 4R8. В этой связи, заметим,
что единичная сфера 8-мерного пространства с нейтральной
метрикой гомеоморфна R4 × S3. А поскольку линейные век-
торные поля, касательные к гиперсфере пространства 4R8,
порождают алгебру Дирака, то геометрия динамического ва-
куумного векторного поля ускорений описывается произве-
дением 3R4 × S3, где наше евклидово пространство движется
в пространстве Минковского 3R4. Заметим при этом, что в
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данном случае координаты пространства Минковского суть
линии тока генераторов алгебры Дирака, лежащие на гипер-
сфере пространства 4R8. Замечательно также то, что дина-
мическое векторное поле ускорений, в слоении которого име-
ют место локальные изменения формы клиффордова тора (в
простейшем случае изменение радиусов его сфер), индуциру-
ет локализацию алгебры Дирака в касательном пространстве,
которая трансформирует пространство Минковского в псев-
дориманово многообразие.

В свою очередь, если обратиться к статическим векторным
полям скоростей, взятым из алгебры линейных векторных по-
лей, изоморфной алгебре Ли алгебры Дирака, то выбирая те
векторные поля, которые одновременно касательны к сферам
евклидова пространства R8 и псевдоевклидова пространства
4R8, мы убеждаемся, что линии тока этих векторных полей
замкнуты в окружность Вилларсо симметричного клиффор-
дова тора S3 × S3. Откуда делаем вывод, что в том случае
когда v̇2(x) = 0, векторное поле v(x) имеет топологическую
особенность (поскольку его линии тока замыкаются в окруж-
ность), и этими топологическими особенностями можно по-
пробовать моделировать элементарные частицы. Пусть ξ –
радиус-вектор топологической особенности, тогда криволи-
нейный интеграл по пути L

S =
∫
L

[
ξ̈ − v̇(x)

]
dl (3.4.10)

от скалярного произведения разности ускорения особенности
и векторного поля v̇ ускорений частичек внешней среды на
дифференциальный элемент пути dl, пройденного особенно-
стью векторного поля в пространстве 4R8, измеряет прира-
щение угла собственного вращения топологической особенно-
сти (то есть подкрутку кольца особенности) на этом пути,
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вызванное действием потока частичек, и тем самым модели-
рует действие элементарных частиц. Принцип наименьшего
действия нашей модели обеспечивает выбор реальной траек-
тории особенности в 4R8 при произвольном поле ускорений,
но это не означает, что оно должно быть произвольным. Дей-
ствительно, если мы в 3.4.10 занулим ускорение особенности,
рассматривая только равномерное их движение, соответству-
ющее прямолинейным траекториям особенности L в 4R8, то-
гда мы получим действие для поля ускорений

S =
∫
L

−v̇(x)dl (3.4.11)

и принцип наименьшего действия 3.4.11 будет обеспечивать
оптимальный выбор, но уже не траектории, а поля ускорений.

Пусть теперь ковекторное поле ускорений частичек потока
потенциально, т.е. v̇ = ∇u. Тогда, потребовав выполнения
вариационного уравнения

δ
∫
L

∇2udl = 0 (3.4.12)

обеспечивающего равномерное течение потока, мы получим
необходимое условие в виде дифференциального уравнения

∂2u
∂t2 −

∂2u
∂x2 −

∂2u
∂y2 −

∂2u
∂z2 =

∂2u
∂t∗2
− ∂2u

∂x∗2
− ∂2u

∂y∗2
− ∂2u

∂z∗2
(3.4.13)

Не следует однако забывать, что в том случае, когда каж-
дая пара координат (t, t∗), (x, x∗), (y, y∗), (z, z∗) является си-
стемой координат тороидального многообразия, на уравнение
3.4.13 должно быть наложено условие периодичности гради-
ента потенциала по изотропным координатам. Заметим при
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этом, что в изотропных координатах уравнение 3.4.13 прини-
мает вид

∇2u
∂T∂T∗

+
∇2u

∂X∂X∗
+
∇2u

∂Y∂Y∗
+
∇2u

∂Z∂Z∗
= 0. (3.4.14)

В свою очередь, более сильное требование устойчивости (рав-
новесности) потока, сводящееся к локальной экстремальности
криволинейного интеграла по произвольному прямолинейно-
му пути

δS =
∫
L

∇u(x)dl = 0 (3.4.15)

приводит к необходимому условию, которое заключается в
том, что поверхности уровня потенциальной функции u(x)
должны быть минимальными в пространстве 4R8, то есть они
должны иметь нулевую среднюю кривизну. Иначе говоря, ва-
риационное уравнение 3.4.15 имеет решение, задаваемое диф-
ференциальным уравнением

d ? n(x) = 0, (3.4.16)

где n(x) = ∇u(x)
|∇u(x)| , а звездочкой обозначен оператор Ходжа.

Вместе с тем, если нас интересует динамика особенности век-
торного поля, то нам следует обратиться к вариационному
уравнению

δS =
∫
L

[
ξ̈ −∇u(x)

]
dl = 0 (3.4.17)

при условии, что варьируется траектория особенности в про-
странстве 4R8, а градиент потенциала играет роль внешнего
поля.

Рассмотрим, наконец, такой классический предел, в кото-
ром мы пренебрежем изотропными координатами T∗, X∗, Y∗, Z∗,
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зануляя их системой уравнений

t = t∗, x = x∗, y = y∗, z = z∗ (3.4.18)

Тогда, по аналогии с 3.4.10 в пространстве Минковско-
го (t, x, y, z) динамика особенности задается вариационным
уравнением

δ
∫
S

[
ξ̈ − ev̇(x)

]
ds = 0 (3.4.19)

где S — мировая линия особенности в пространстве Минков-
ского, ξ̈, v̇(x) — ускорение особенности и поле ускорений по-
тока в пространстве Минковского, а e — коэффициент увле-
каемости особенности потоком.

Конечно, все эти физические аналогии требуют дальнейше-
го изучения. Необходимо также обратить внимание на преоб-
разования комплексного вектора

ψ =


ψ1 = ωx + iωt∗

ψ2 = ωy + iωz

ψ3 = ωx∗ + iωt

ψ4 = ωy∗ + iωz∗

(3.4.20)

(ψ∗γ0, ψ) = ω2 = ω2
t −ω2

x −ω2
y −ω2

z −ω2
t∗ + ω2

x∗ + ω2
y∗ + ω2

z∗

(3.4.21)
где ω – вектор угловой скорости топологической особенности.

Заметим при этом, что относительно лоренцевых преобра-
зований пространства Минковского (t, x, y, z) мы имеем бис-
пинорное представление, реализуемое в алгебре касательных
векторных полей пространства 4R8 изоморфной sl4(C), в то
время как относительно поворотов евклидова пространства
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(x, y, z) это представление редуцируется до спинорного пред-
ставления, реализуемого в алгебре касательных векторных
полей пространства R4 изоморфной su(2). Тем самым, бис-
пинор ψ имеет смысл комплексифицированного вектора на-
правления угловой скорости топологической особенности, а в
комбинации с углом поворота (фазой действия) особенности,
из него можно построить биспинорную волновую функцию
топологической особенности Ψ = ψeiS, где S — фазовое дей-
ствие (угол поворота) особенности. Более того, если рассмат-
ривать вектор ω как векторнозначную функцию ω(t, x, y, z) с
областью определения в пространстве Минковского, которая
доставляет экстремум функционалу∫

ω(x) · ∇ω(x)d4x, (3.4.22)

а следовательно является решением вариационного уравне-
ния

δ
∫

ω ·
(
∂tω

t + ∂xωx + ∂yωy + ∂zωz)d4x = 0, (3.4.23)

где ωt, ωx, ωy, ωz — значения соответствующих векторных по-
лей, а именно: ωt = γ0ω, ωx = γ1ω, ωy = γ2ω, ωz = γ3ω, при
том, что γ0, γ1, γ2, γ3 — овеществленные гамма-матрицы Ди-
рака, тогда комплекснозначная вектор-функция ψ(t, x, y, z)
удовлетворяет уравнению Дирака.

Ранее мы представляли топологическую особенность век-
торного поля скоростей v(x) как векторное поле, линии тока
которого замкнуты в окружность. С другой стороны, можно
обобщить это определение, полагая, что топологические осо-
бенности представляют собой замкнутые статичные вектор-
ные поля 7-мерной сферы S7, линии тока которых заузлены
на произведении сфер S3 × S3 × S1. Попытаемся теперь ис-
следовать симметрии этих геометрических объектов на пред-
мет их соответствия глобальным калибровочным симметриям
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так называемой стандартной модели элементарных частиц.
В этой связи стоит отметить, что мы уже имеем обнадежи-
вающий результат. Действительно, алгебра Ли окружности
S1, прообразом которой служит изотропная прямая псевдоев-
клидовой плоскости (t, t∗), изоморфна u(1), алгебра Ли каса-
тельных линейных векторных полей 4-мерного пространства
с нейтральной метрикой (x, x∗, t, t∗) изоморфна su(2), а ал-
гебра Ли касательных линейных векторных полей 6-мерного
пространства с нейтральной метрикой (x, y, z, x∗, y∗, z∗) изо-
морфна su(3). Кроме того, изучая топологию узлов на про-
изведении сфер S3 × S3 × S1, мы без ущерба для понимания
топологических свойств узла можем упростить это произве-
дение до 3-мерного тора S1 × S1 × S1, а для наглядности рас-
сматривать замкнутую ленточку, лежащую на 2-мерном клас-
сическом торе S1 × S1. Тогда, в силу того, что узлу на торе
соответствует фундаментальная группа его дополнения, изо-
морфная соответствующей группе кос, вполне справедливо
сопоставление элементов этой группы с фундаментальными
компонентами элементарной частицы, как это сделано в то-
пологической конструкции Билсона-Томпсона.

В целом, следует понимать, что динамика векторных полей
вакуумного потока определяется эволюцией глобально мини-
мальной поверхности уровня к абсолютно минимальной по-
верхности уровня потенциальной функции, заданной во всем
пространстве 4R8. Вместе с тем, вакуумный потенциал транс-
формируется не только глобально — в результате образования
и эволюции его глобально минимальных поверхностей уров-
ня, но и локально — либо в результате образования и движе-
ния его локально минимальных поверхностей уровня без осо-
бенностей (полей), либо в результате образования и движения
его локально минимальных поверхностей уровня с особенно-
стями (частиц), либо в результате случайных флуктуаций по-
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тока.
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конечных групп и алгебр Ли

4.1 Введение

В данной статье с помощью геометрического конструиро-
вания связок окружностей мы устанавливаем соответствие
между конечными абелевыми и неабелевыми группами. А по-

скольку этот вопрос ещё не нашёл отражения в литературе,
то для первоначального знакомства с темой предлагаем об-
ратиться к примерам групп автоморфизмов маломерных свя-
зок окружностей, состоящих из дискретных топологических
отображений связок на себя, которые получаются в результа-
те гомотопии, допускающей непрерывное изменение радиусов
и расположения окружностей связки, но запрещающей их пе-
ресечения и разрывы.

Прежде всего заметим, что группа автоморфизмов букета
из двух половинок окружности, свёрнутых в восьмёрку, мо-
жет быть представлена мультипликативной группой из двух
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элементов {1,−1}, а группа автомофизмов окружности, раз-
делённой на две половинки окружности точкой замыкания,
состоит из единственного элемента {1}, поскольку без разры-

ва окружности в точке замыкания возможно только тожде-
ственное отображение окружности на себя. В свою очередь,
группа автоморфизмов связки из двух окружностей с одной
точкой замыкания четырёх половинок двух окружностей мо-

жет быть представлена мультипликативной матричной груп-

пой
{(

1 0
0 1

)
,
(

0 1
−1 0

)
,
(
−1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
1 0

)}
, а

группа автоморфизмов связки из двух окружностей с двумя
точками замыкания двух пар половинок окружностей может
быть представлена мультипликативной матричной группой{(

1 0
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,
(
−1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
−1 0

)}
. Ана-

логично, связка из восьмёрки и окружности порождает груп-

пу
{(

1 0
0 1

)
,
(
−1 0
0 1

)
,
(
−1 0
0 −1

)
,
(

1 0
0 −1

)}
и,
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наконец, связка из двух свёрнутых в восьмёрки окружностей
порождает группу{(

1 0
0 1

)
,
(
−1 0
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,
(

0 1
−1 0

)
,(

−1 0
0 −1

)
,
(

1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
−1 0

)
,
(

0 −1
1 0

)}
.

Задействуем теперь абелевы группы для конструирова-
ния представленных здесь связок окружностей. Пусть у нас
имеется одномерная решётка L, которая представляет собой
прямую с целочисленными узлами, то есть, L = {Z; R}.
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Тогда связка окружностей в виде восьмёрки получается в
результате факторизации {Z/Z; R/2Z}, а связка в виде
окружности - в результате факторизации {Z/2Z; R/2Z}.
В свою очередь, если у нас имеется двумерная решёт-
ка L2 = {Z2; (Z, R), (R, Z)} и её осевое ограничение
I2 = {(0, Z), (Z, 0); (Z, R), (R, Z)}, то факторизация решёт-
ки {Z2/∗; (Z, R/2Z), (R/2Z, Z)} сворачивает оси решётки
в соответствующую связку окружностей. Действительно, ес-
ли в качестве подгруппы (∗), факторизующей узлы решётки,
взять подгруппу, состоящую из пар чётных и пар нечетных
целых чисел, то мы свернём оси решётки в связку из двух
окружностей с одной точкой замыкания, а если взять под-
группу пар чётных целых чисел, то получим связку из двух
окружностей с двумя точками замыкания. Если же ∗ = Z2,
то оси решётки компактифицируется в связку из пары вось-
мёрок.

Итак, мы наглядно показали, что в двумерном случае топо-
логическая связь между абелевыми и неабелевыми группами
существует, а теперь осталось лишь формализовать этот ре-
зультат на случай n измерений. Впрочем, за рамками нашего
исследования остаётся вопрос о взаимооднозначности соот-
ветствия между абелевыми и неабелевыми конечными груп-
пами, но стоит заметить, что если это предположение верно,
то вопрос о классификации конечных групп становится три-
виальным.

4.2 Гомоморфизмы четности

Хорошо известно, что группа подстановок Sn допускает рас-
ширение до группы мономиальных подстановок Pn = S2 o Sn,
которую легко представить группой таких линейных преоб-
разований Rn → Rn : (x1, . . . , xn) → (x′1, . . . , x′n) : x′i = ±xj,
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в которых отображение множества индексов координат биек-
тивно, или группой квадратных матриц порядка n, имеющих
в каждом столбце и в каждой строке по одному ненулевому
элементу равному 1 или −1.

Однако малоизвестно, что на группе Pn можно задать
три типа функций четности. Действительно, по определе-
нию S2 o Sn = ∏n S2 h Sn, где группа Sn действует на группе
∏n S2 подстановками компонент прямого произведения. По-
этому всякий элемент z ∈ S2 o Sn раскладывается в произведе-
ние z = xy, где x ∈ Sn и y = (y1, . . . , yn) ∈ ∏n S2, а сопряжен-
ный ему элемент z∗ ∈ S2 o Sn раскладывается в произведение
z∗ = yx. Тогда можно дать следующие определения четности
элемента z и сопряженного ему элемента z∗.

4.2.1 Определение. Функцией четности первого типа называ-
ется функция sgn z = sgn z∗ = sgn x

4.2.2 Определение. Функцией четности второго типа называ-
ется функция sgn z = sgn z∗ = sgn y = sgn y1 ∗ · · · ∗ sgn yn

4.2.3 Определение. Функцией четности третьего типа назы-
вается функция sgn z = sgn z∗ = sgn x ∗ sgn y

Все эти функции гомоморфно отображаются в группу
{±1}. Действительно, пусть дано разложение x = x′x′′ и
y = y′y′′. Тогда, если sgn xy = sgn x, то sgn x′y′ ∗ sgn x′′y′′ =
sgn x′ ∗ sgn x′′ = sgn x′x′′ = sgn x = sgn xy, если sgn xy =
sgn y, то sgn x′y′ ∗ sgn x′′y′′ = sgn y′ ∗ sgn y′′ = sgn y′y′′ =
sgn y = sgn xy, если sgn xy = sgn x ∗ sgn y, то sgn x′y′ ∗
sgn x′′y′′ = sgn x′ ∗ sgn y′ ∗ sgn x′′ ∗ sgn y′′ = sgn x′ ∗ sgn x′′ ∗
sgn y′ ∗ sgn y′′ = sgn x ∗ sgn y = sgn xy, чем и доказывается,
что все наши функции четности являются гомоморфизмами.
Таким образом, гомоморфизмы четности выделяют в груп-
пе Pn три подгруппы: APn, BPn, CPn, которые формируются
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как ядра функций четности соответственно первого, второго
и третьего типа.

Исследуем теперь алгебраическую структуру этих групп.
Прежде всего напомним, что группа Pn изоморфна группе
Zn

2 h Sn, где Zn
2 это прямое произведение n компонент двух-

элементного поля Z2, и заметим, что гомоморфизм четности
группы Zn

2 , равный сумме по модулю 2 всех n компонент ее
элемента, выделяет в ней подгруппу AZn

2 , состоящую из эле-
ментов, в которых 1 встречается четное число раз или вовсе
не встречается. Поскольку всякий элемент группы AZn

2 рас-
кладывается в сумму, каждое слагаемое которой состоит из
пар единиц и остальных нулей, то группа AZn

2 порождает-
ся своими подгруппами, изоморфными AZ2

2. Тогда из опре-
деления групп APn, BPn следует, что группа APn изоморф-
на группе Zn

2 h An, где An это знакопеременная группа, а
группа BPn изоморфна группе AZn

2 h Sn. Поскольку знакопе-
ременная группа порождается циклами длины 3, то группа
APn порождается своими подгруппами третьей степени AP3.
В свою очередь, поскольку Sn порождается транспозициями
а группа AZn

2 порождается своими двухкомпонентными под-
группами, то группа BPn порождается своими подгруппами
второй степени BP2. Выпишем здесь линейное представление
и матричный образ группы BP2:

{(x1, x2) 7→ (x1, x2), (x1, x2) 7→ (x2, x1),

(x1, x2) 7→ (−x1,−x2), (x1, x2) 7→ (−x2,−x1)},{(
1 0
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,
(
−1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
−1 0

)}
(4.2.1)

Элементам этой группы соответствуют отражения плоскости
(x1, x2) относительно диагоналей x2 = x1 и x2 = −x1. Выпи-
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шем также линейное представление и матричный образ груп-
пы CP2:

{(x1, x2) 7→ (x1, x2), (x1, x2) 7→ (x2,−x1),

(x1, x2) 7→ (−x1,−x2), (x1, x2) 7→ (−x2, x1)},{(
1 0
0 1

)
,
(

0 1
−1 0

)
,
(
−1 0
0 −1

)
,
(

0 −1
1 0

)}
(4.2.2)

Элементам этой группы соответствуют повороты евклидовой
плоскости на угол кратный π/2. Группа CPn также порожда-
ется своими подгруппами, изоморфными CP2. Действительно,
возьмем произвольный элемент группы CPn и, умножая его
на элементы группы, преобразующие только пару координат
пространства представления, получим сначала тождествен-
ное отображение в компоненте Sn а затем и в ком поненте
S2 сплетенного произведения, что возможно в силу свойства
групп Sn и AZn

2 . Тогда, произведение обратных элементов
разложения будет равно исходному элементу CPn, а следова-
тельно всякий элемент группы CPn можно разложить в про-
изведение элементов групп, изоморфных CP2.

Пусть теперь дано такое разбиение множества I =
{1, . . . , n} на непересекающиеся подмножества I1, . . . , Im, что
мощности подмножеств Ii равны ni, причем n1 + · · ·+ nm = n.
Тогда всякому разбиению J = {I1, . . . , Im} можно сопоставить
группу, образованную внешним полупрямым произведением

JPn = CPn1 × · · · × CPnm h BPm, (4.2.3)

где группа BPm действует на группе ∏m CPni соответствую-
щими подстановками компонент прямого произведения. На-
зовем эту группу конечной неабелевой группой четности. Сле-
дует отметить, что в общем случае группа JPn не имеет мат-
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ричного представления, но ее элементы могут быть представ-
лены матрицами (представляющими группу BPm), ненулевые
элементы которых являются группами CPni , также имеющи-
ми матричное представление.

Пусть теперь задан матричный образ вещественного ли-
нейного представления групп второй степени CP2, BP2. Обо-
значим посредством C и B матричные алгебры, порождае-
мые матрицами, соответствующих групп, а посредством C∗,
B∗ обозначим группы обратимых элементов соответствую-
щих алгебр. Тогда несложно показать, что ядро гомомор-
физма четности C∗ → R∗ : C∗ → det C∗ равно специаль-
ной ортогональной группе SO(2), а ядро гомоморфизма чет-
ности B∗ → R∗ : B∗ → det B∗ равно специальной псев-
доортогональной группе SO(1, 1). Действительно, посколь-

ку C =

{(
x y
−y x

)}
, где x, y ∈ R, то множество ре-

шений уравнения det C∗ = x2 + y2 = 1 как раз и выде-
ляет в группе C∗ подгруппу SO(2). В свою очередь, по-

скольку B =

{(
x y
y x

)}
, где x, y ∈ R, то множество ре-

шений уравнения det B∗ = x2 − y2 = 1 выделяет в груп-
пе B∗ подгруппу SO(1, 1). С помощью блочно-диагональных
матриц порядка n мы зададим изоморфную SO(2) груп-
пу SOjk(2) = diag

[
1, . . . , SO(2)(jk), . . . , 1

]
n
, которая образо-

вана матрицами, отличающимися от единичной только тем,
что на пересечении пары строк и пары столбцов с индекса-
ми j, k находится матричный элемент группы SO(2). Ана-
логично зададим изоморфную SO(1, 1) группу SOjk(1, 1) =

diag
[
1, . . . , SO(1, 1)(jk), . . . , 1

]
n
. Тогда всякому разбиению J
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можно сопоставить группу

SO(n1, . . . , nm) =
〈

SOjk(2), SOjk(1, 1)
〉

J
, (4.2.4)

порождаемую генераторами SOjk(2) и SOjk(1, 1) так, что
пара индексов первого генератора принадлежит произволь-
ному подмножеству Ii, а пара индексов второго генерато-
ра принадлежит произвольной паре подмножеств разбиения.
Однако заметим, что достаточное для образования группы
SO(n1, . . . , nm) число генераторов задается формулой

p = ∑
m

ni(ni − 1)/2 + m(m− 1)/2, (4.2.5)

поскольку для гиперболического поворота между двумя
подпространствами достаточно только одного генератора
SOjk(1, 1) с произвольными индексами j, k, взятыми из двух
разных подмножеств Ii, а остальные генераторы SOjk(1, 1)
(с другими индексами) будут производными от выбранно-
го генератора и дискретных вращений внутри каждого из
двух подпространств в отдельности. Тем самым, поскольку
группа Ли порождается своими однопараметрическими под-
группами, то мы получили p-параметрическую группу Ли
SO(n1, . . . , nm), которую назовем группой четности Ли.
Итак, взяв за основу группу S2 o Sn и задав на ней гомомор-

физмы четности, нам удалось получить не только конечные
но и непрерывные группы четности, включающие в себя в том
числе и некоторые классические группы. Заметим однако,
что для образования всех возможных матричных групп Ли
посредством порождения их маломерными подгруппами Ли
необходимо воспользоваться еще одной матричной алгеброй,

а именно, алгеброй A =

{(
x 0
0 y

)}
, где x, y ∈ R. Тогда,
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всякая подгруппа общей линейной группы GL(n, R) порож-
дается всевозможными маломерными группами Ли, которые
могут быть образованы из матричных алгебр M(2, R), A,B,C
и расширены группой мономиальных подстановок двухэле-
ментного базиса. Например, многосвязная, а точнее 2nn!-
компонентная, группа Ли, состоящая из n-матриц, в каждой
строке и каждом столбце которых по одному ненулевому эле-
менту, порождается генераторами, изоморфными односвяз-

ной группе Ли A+ =

{(
x 0
0 y

)}
, где x, y ∈ R+, и генера-

торами, изоморфными конечной группе S2 o S2.
Приступим теперь к конструированию абелевых групп чет-

ности, которые формируются как ядра гомоморфизмов чет-
ности в группе Zn. Для этого зададим на группе Zn функцию
четности Zn → Z2 : |x1 + . . . + xn| mod 2, значение которой
равно сумме по модулю 2 всех n компонентов ее элемента. Тем
самым, мы получим гомоморфизм группы Zn в группу Z2.
Ядро гомоморфизма четности мы обозначим AZn и назовем
группой четных элементов Zn. Легко заметить, что группа
AZn состоит из элементов Zn, в которых нечетные компонен-
ты встречаются четное число раз либо вовсе не встречаются,
и поэтому она порождается всевозможными своими подгруп-
пами второй степени AZ2. Имея ввиду, что AZ1 = 2Z, сфор-
мируем также в Zn подгруппу BZn = (2Z)n, состоящую из
прямого произведения (суммы) n экземпляров AZ1, т. е. из
четных целых во всех компонентах Zn. Заметим при этом,
что Zn/BZn = Zn

2 .
Пусть далее мы имеем разбиение J = {I1, . . . , Im}, опреде-

ленное ранее. Тогда, в соответствии с этим разбиением можно
сформировать группу

JZn = AZn1 × · · · × AZnm . (4.2.6)
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Фактор-группу Zn/JZn, изоморфную группе Zm
2 порядка 2m

мы назовем конечной абелевой группой четности. Порядок
группы Zn/JZn можно вычислить также, исходя из того, что

Zn/JZn = Zn1 /AZn1 × · · · ×Znm /AZnm (4.2.7)

а всякая группа Zn1 /AZni состоит из двух элементов. В ка-
честве иллюстрации приведем здесь несколько примеров. Ес-
ли J = {(1), (2)}, то JZ2 = {2Z, 2Z}, а группа Zn/JZ2

состоит из четырех точек. Если J = {(1, 2)}, то JZ2 =
{(2Z, 2Z), (2Z+ 1, 2Z+ 1)}, а группа Zn/JZ2 состоит из двух
точек, причем на плоскости ее можно представить в качестве
двух классов целочисленных параллелограммов, т.е. паралле-
лограммов, составленных из пар целых чисел на его сторонах,
с равноудаленными от нулевой точки вершинами, лежащими
в четных и нечетных точках координатных осей соответствен-
но.

4.3 Топологическая связь между
группами четности

Пусть L = {Z; R} одномерная целочисленная решетка, в ко-
торой z ∈ Z – узлы решетки, [2z, 2z + 1] – четные ребра, а
[2z + 1, 2z] нечетные ребра. Отождествим теперь узлы нашей
решетки с помощью факторизации группами Z/2Z и Z/Z

соответственно, а ребра отождествим с помощью отношени-
ем эквивалентности по признаку четности. Тогда, в первом
случае мы получим одномерную компактифицированную ре-
шетку L/2Z в виде окружности с двумя фактор-узлами, ле-
жащими в противоположных точках окружности, которые
разделяют четные и нечетные фактор-ребра, а во втором слу-
чае мы получим одномерную компактифицированную решет-
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ку L/Z в виде двух соприкасающихся окружностей с одним
факто-узлом в точке касания окружностей и парой (четных
и нечетных) фактор-ребер свернутых в окружности.

Если зафиксировать нулевую точку (четный фактор-узел)
фактор-решетки L/2Z, лежащей на плоскости, то изомор-
физмы такого вложения решетки на плоскости сводятся к
единственному тождественному преобразованию, поскольку
без разрыва решетки в нечетном фактор-узле невозможно по-
менять местами четные и нечетные фактор-ребра. Если же за-
фиксировать нулевую точку фактор-решетки L/Z, лежащей
на плоскости, то мы получим автоморфизм тождественного
преобразования решетки и автоморфизм меняющий местами
четные и нечетные ребра, поскольку теперь никаких тополо-
гических препятствий к такой перестановке нет.

Пусть в пространстве Rn задана целочисленная решетка
Ln = {Zn; (Z, . . . , R, . . . , Z)}, состоящая из прямых линий,
пересекающихся в точках Rn с целочисленными координата-
ми и параллельных базисным ортам. Целочисленная решетка
Ln представляет собой регулярно повторяющийся набор уз-
лов и ребер, который может быть получен бесконечным по-
вторением n-мерного образующего параллелепипеда, состоя-
щего из 2n узлов соединенных ребрами. Следовательно, груп-
па автоморфизмов целочисленной решетки совпадает с груп-
пой автоморфизмов образующего параллелепипед а, и поэто-
му равна группе мономиальных подстановок, которая изо-
морфна сплетенному произведению S2 o Sn. Определим также
в пространстве Rn осевое ограничение целочисленной решёт-
ки In = {(0, . . . , Z, . . . , 0); (Z, . . . , R, . . . , Z)}.

Факторизуем теперь решетку Ln так, чтобы узлы решетки
факторизовались с помощью канонического гомоморфизма
Zn → Zn/Zn, а ребра с помощью отношения эквивалентно-
сти по признаку четности ребер. В результате такой фактори-
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зации целочисленной решетки, мы получим фактор-решетку
Ln/Zn = {Zn/Zn; (Z, . . . , R/2Z, . . . , Z)} с одним фактор-
узлом и n пар фактор-ребер (половинок окружностей). Груп-
па топологических автоморфизмов фактор-решетки Ln/Zn

также равна S2 o Sn. Это следует из того, что нет ника-
ких топологических препятствий для образующих группу
подстановок Sn перестановок пар фактор-ребер и для обра-
зующих группу подстановок S2 перестановок внутри каж-
дой пары фактор-ребер. В свою очередь, если Ln/∗ =
{Zn/∗; (Z, . . . , R/2Z, . . . , Z)}, то группа топологических ав-
томорфизмов фактор-решётки Ln/∗ задаётся группой топо-
логических автоморфизмов связки окружностей, полученной
в результате компактификации (сворачивания) осей решётки.

Установим теперь группу топологических автоморфизмов
фактор-решетки Ln/AZn. Напомним, что группа топологи-
ческих автоморфизмов фактор-решетки L1/2Z тривиальна и
равна CP1. Если же мы образуем фактор-решетку L2/AZ2,
изоморфную пучку из двух окружностей, пересекающихся в
двух своих противоположных точках, то, как мы установи-
ли во введении, группа топологических автоморфизмов это-
го пучка равна группе CP2. Наконец, пусть дана фактор-

решетка Ln/AZn, изоморфная пучку из n окружностей, пе-
ресекающихся в двух своих противоположных точках, причем
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касательные вектора к окружностям в этих точках образуют
систему из n линейно независимых векторов. Поскольку вся-
кая пара ее 1-мерных элементов равна L2/AZ2, то всякий то-
пологический автоморфизм фактор-решетки Ln/AZn мож-
но разложить в композицию топологических автоморфизмов
всевозможных ее пар, а следовательно группа топологиче-
ских автоморфизмов фактор-решетки Ln/AZn равна группе
четности CPn.

Пусть дана фактор-решетка L2/BZ2, которую можно
представить в виде четырех окружностей, точки пересече-
ния которых расположены в узлах образующего паралле-
лограма, а её осевое ограничение представляет собой связ-
ку из двух окружностей с двумя точками замыкания по-
ловинок окружностей. Следовательно, как мы установили

во введении, топологические автоморфизмы фактор-решетки
L2/BZ2 составляют группу BP2. Аналогично, пусть дана
фактор-решетка Ln/BZn, которую можно представить в ви-
де n-араллелепипеда, составленного из 2n узлов, связан-
ных окружностями. Тогда, топологические автоморфизмы
фактор-решетки Ln/BZn порождаются исключительно его
двумерными связками окружностей, а следовательно состав-
ляют группу BPn.

Наконец, пусть дана фактор-решетка Ln/JZn, которую
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можно представить в виде образующего m-параллелепипеда,
составленного из 2m узлов, связанных пучками из ni окруж-
ностей. Поскольку топологические автоморфизмы фактор-
решетки Ln/JZn сводятся к составляющим группу BPm изо-
мофизмам m-араллелепипеда с ребрами в виде окружностей
(то есть, пар половинок окружностей), которые действуют на
прямом произведении топологических автоморфизмов пуч-
ков окружностей, составляющих группу ∏m CPni , то ее груп-
па топологических автоморфизмов равна ∏m CPni h BPm. Та-
ким образом, доказано

4.3.1 Предложение. Группа топологических автоморфизмов
решетки Ln/JZn эквивалентна группе четности JPn

Если рассмотреть целый континуум непрерывных враще-
ний фактор-решетки Ln/AZn, оставляющих на месте ее уз-
ловые точки, то мы получим группу движений сферы Sn,
оставляющих неподвижными ее полюса, т.е., группу SO(n).
Аналогично можно было бы получить группу движений пря-
мого произведения сфер, оставляющих неподвижными узло-
вые точки соответствующей фактор-решетки. Действитель-
но, если фактор-решетку Ln/JZn рассматривать как кар-
кас (одномерный клеточный комплекс) прямого произведе-
ния сфер Sn1 × · · · × Snm , то группу дискретных вращений
фактор-решетки JPn можно было бы расширить до группы
четности Ли SO(n1, . . . , nm) и сопоставить ее группе движе-
ний прямого произведения сфер Sn1 × · · · × Snm , оставляю-
щих неподвижными узловые точки соответстующей фактор-
решетки.
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4.4 Алгебры Ли вращающихся торов

В этом разделе нет классификации алгебр Ли, порождаемых
касательными линейными векторными полями вращающихся
торов, но подробно описаны конструкции некоторых из них.
Прежде всего представим алгебры Ли касательных вектор-
ных полей окружностей. Пусть у нас имеется векторное поле

I = x2∂x1 − x1∂x2 (4.4.1)

касательное к евклидовым окружностям. Тогда задание этой
образующей вместе с конструкцией скобки Ли векторных по-
лей решает поставленную задачу. А поскольку всякая алгебра
Ли линейных векторных полей изоморфна соответствующей
матричной алгебре с операцией коммутирования, то генера-
тор этой алгебры мы запишем в виде

I = 1ij − 1ji (4.4.2)

где 1ij – матрица с единственным ненулевым (равным еди-
нице) элементом на пересечении i-той строки и j-го столбца,
причем i < j, и кроме того, в данном случае i, j = 1, 2. Анало-
гично, если у нас имется векторное поле

J = x2∂x1 + x1∂x2, J = 1ij + 1ji (4.4.3)

касательное к псевдоевклидовым окружностям, то этого до-
статочно для задания соответствующей алгебры Ли. В свою
очередь, векторное поле

I J = xi∂x1 − x2∂x2, D = I J = 1ii − 1jj (4.4.4)

порождает алгебру Ли, касательную к псевдоевклидовым
окружностям в изотропном базисе. Объединим теперь все эти
векторные поля {I, J, D} для образования базиса алгебры Ли
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sl2(R), касательной к псевдоевклидовой окружности, каждая
точка которой вращается по траектории евклидовой окруж-
ности. А имея в виду факторизацию псевдоевклидовой плос-
кости в тор S1× S1, можно сказать, что алгебра Ли sl2(R) реа-
лизуется как евклидовы и псевдоевклидовы вращения класси-
ческого тора, намотанного на поверхность классической сфе-
ры S2 с выколотыми полюсами. Данная конструкция легко
обобщается для образования базиса алгебры Ли sln(R). Дей-
ствительно, если задать набор матриц

Iij = 1ij − 1ji

Jij = 1ij + 1ji
(4.4.5)

где i < j и i, j = 1, . . . , n, и матрицы

Dii = 1ii − 1nn (4.4.6)

гле i = 1, . . . , n− 1, то мы получим линейно независимый ба-
зис

{
Iij, Jij, Dii

}
алгебры Ли sln(R), которая реализуется как

вращения тора S1 × · · · × Sn по поверхности сферы Sn с вы-
колотыми полюсами. Более того, воспользовавшись парными
вращениями, можно получить алгебру Ли sln(C). В самом
деле, пусть

Iij =
(
12i−1, 2j−1 − 12j−1, 2i−1

)
+
(
12i, 2j − 12j, 2i

)
Jij =

(
12i−1, 2j−1 + 12j−1, 2i−1

)
+
(
12i, 2j + 12j, 2i

) (4.4.7)

где i < j и i, j = 1, . . . , n, и

Dii = (12i−1, 2i−1 − 12n−1, 2n−1) + (12i, 2i − 12n, 2n) (4.4.8)

гле i = 1, . . . , n− 1, и

I =
n

∑
1
(12i−1, 2i − 12i, 2i−1) (4.4.9)
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Тогда множество
{

Iij, Jij, Dii, I Iij, I Jij, IDii
}

служит линей-
но независимым базисом алгебры sln(C), а множество{

Iij, I Jij, IDii
}
образует базис алгебры su(n), причем {sln(C)} =

{su(n)}+ I {su(n)}. Алгебра Ли sln(C) реализуется как соб-
ственные движения тора Tn = S1 × · · · × S1 по окружностям
Вилларсо (за счет парных вращений тора в 2n-мерном евкли-
довом пространстве) и как движения этого тора по поверхно-
сти гиперсферы 2n-мерного пространства с нейтральной мет-
рикой.

Исходная простейшая конструкция алгебры Ли обобщает-
ся также в том случае, когда мы рассматриваем касатель-
ные векторные поля гиперсферы 2n-мерного пространства с
нейтральной метрикой, которая вращается в 2n-мерном про-
странстве с евклидовой метрикой. Причем, поскольку на пе-
ресечении гиперсферы и сферы в 2n-мерном пространстве ле-
жит тор (произведение сфер Sn−1 × Sn−1), то мы и здесь бу-
дем говорить об алгебре Ли касательных векторных полей
вращающихся торов. Генераторы алгебры Ли векторных по-
лей, касательных к гиперсферам псевдоевклидова простран-
ства с сигнатурой метрики (−n, n), реализуются с помощью
матриц

I1
ij = 1ij − 1ji

I2
ij = 1i+n, j+n − 1j+n, i+n

(4.4.10)

где i < j и i, j = 1, . . . , n, и набора матриц

Jij = 1i, j+n + 1j+n, i (4.4.11)

где i, j = 1, . . . , n, а генераторы алгебры Ли векторных полей,
касательных к сферам 2n-мерного евклидова пространства,
реализуются с помощью матриц

1ij − 1ji (4.4.12)
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где i < j и i, j = 1, . . . , 2n, либо (что эквивалентно) с помощью
набора матриц

I1
ij = 1ij − 1ji

I2
ij = 1i+n, j+n − 1j+n, i+n

(4.4.13)

где i < j и i, j = 1, . . . , n, и матриц

I3
ij = 1i, j+n − 1j+n, i (4.4.14)

где i, j = 1, . . . , n. Заметим при этом, что совместно генерато-
ры евклидова и псевдоевклидова пространства образуют но-
вый набор матриц

Dij = I3 J = 1ij − 1j+n, j+n (4.4.15)

где i, j = 1, . . . , n. Таким образом, генераторы алгебры Ли век-
торных полей, касательных к тору Sn−1 × Sn−1, вращающе-
муся в 2n-мерном пространстве с евклидовой и нейтральной
метрикой, реализуются с помощью набора

{
I1
ij, I2

ij, I3
ij, Jij, Dij

}
,

состоящего из 4n2− n матриц. Отметим также, что в алгебру
Ли

〈{
I1
ij, I2

ij, I3
ij, Jij, Dij

}〉
R

вкладываются алгебра Ли so2n(R)

и sln(C), а ее размерность при n = 8 совпадает с размерно-
стью исключительной алгебры Ли e8.
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алгебре и топологии

5.1 Введение

Для быстрого погружения в тему и приобретения навы-
ков конструирования каркасов замкнутых многообразий про-
извольной размерности, обратимся сначала к интуитивно
понятным изображениям каркасов 2-мерных многообразий.
Прежде всего возьмём 4-клеточную решётку и сформируем

из неё каркасы основных 2-мерных многообразий. Для того
чтобы получить каркас сферы необходимо образовать крест,
переместив диагональные вершины (тянуть вместе с рёбра-
ми) в центральную вершину, а затем отождествить концы
креста. Каркас тора получается отождестьвлением пар вер-
шин, лежащих на двух противоположных горизонтальных и
вертикальных сторонах решётки. Для формирования каркаса
проективной плоскости необходимо отождествить пары вер-
шин на противоположных вертикальных сторонах и тройки
вершин на горизонтальных сторонах решетки. В свою оче-
редь, для формирования каркаса бутылки Клейна необходи-
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мо отождествить тройки вершин и на горизонтальных и на
вертикальных сторонах решётки.

Далее мы обратимся к вопросу о классификации каркасов
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2-мерных замкнутых ориентируемых многообразий. Легко за-
метить, что каркас кренделя получается сплетением двух
каркасов тора. Для этого в каждом каркасе тора необходи-
мо расцепить окружности в одной произвольной вершине, а
затем отождествить соответствующие пары окружностей из
двух разных каркасов. Понятно, что таким же образом мож-

но получить каркас 2-многообразия, имеющего род g > 2.
Однако, более ценно то, что мы можем изображать каркасы
многообразий, имеющие размерность более двух. Посмотри-
те, например, как можно с помощью графов изобразить кар-
кас 3-многообразия, полученного сплетением каркасов двух
3-многообразий S2 × S1. В дальнейшем (в раззделе о парал-

лелепипедах и многообразиях) мы покажем как с помощью
клеточного разбиения замкнутого многообразия можно дать
строгое определение каркаса многообразия и как с помощью
графа изобразить каркас произведения сфер произвольной
размерности.

95



5 О параллелепипедах

5.2 Подстановки

Прежде всего обратимся к основаниям комбинаторного ана-
лиза, т. е. к понятию отображения множеств, где устоялись
классические определения, и поэтому нам будет достаточно
сослаться на университетский учебник, например, [18]. Одна-
ко, даже классические представления иногда допускают опре-
деленную модернизацию. Действительно, пусть дана такая
тройка множеств (A, B, F), что F = {(a, b)} 6= ∅, где a ∈ A,
b ∈ B. Тогда мы определим неклассическое понятие отобра-
жения F с классическим обозначением f : A → B, имея в ви-
ду, что каждая пара из F может быть представлена стрелкой
соответствия a → b, где b = f (a) для однозначного соответ-
ствия и b ∈ f (a) для многозначного соответствия. Вместе с
тем, триплет (B, A, F−1), где имеет место обращение всех стре-
лок, задает обратное отображение. Если ∀ a ∃ b ( f (a) = b),
то мы говорим об однозначном отображении всего A и тем са-
мым возвращаемся к классическому представлению об отоб-
ражении. Сужением отображения F на A′ ⊂ A мы назовем
такое отображение f ′ = f |A′ : A′ → B, которое соответствует
триплету (A′, B, F′), где включение F′ ⊂ F порождается вклю-
чением A′ ⊂ A; т.е., исключением из F стрелок, выходящих
из подмножества A\A′.

Расширение понятия отображения влечет за собой расши-
рение таких понятий как инъективное и сюръективное отоб-
ражение. Инъективным отображением можно было бы на-
звать такое F, которое своим первым аргументом исчерпыва-
ет A, и в котором нет сходящихся стрелок, т. е. отсутствуют
пары (x, b), (y, b), иначе говоря, ∀ x 6= y ∈ A ⇒ f (x) ∩ f (y) =
∅. В свою очередь, сюръективным отображением можно было
бы назвать такое F, которое своим вторым аргументом исчер-
пывает B, и в котором нет расходящихся стрелок, т. е. отсут-
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ствуют пары (a, x), (a, y), иначе говоря, ∀ b ∃ a ( f (a) = b).
Квазиинъективным отображением можно назвать такое F,
которое исчерпывает A, и в котором нет расходящихся стре-
лок, иначе говоря, ∀ a ∃ b ( f (a) = b). Квазисюръективным
отображением можно назвать такое F, которое исчерпыва-
ет B, и в котором нет сходящихся стрелок, иначе говоря,
∀ b ∃! a ( f (a) = b). Наконец, строго инъективным отображе-
нием можно назвать отображение, инъективное в классиче-
ском смысле, т. е. такое, что ∀ x 6= y ∈ A⇒ f (x) 6= f (y). Ана-
логично, строго сюръективным отображением можно назвать
отображение, сюръективное в классическом смысле. Вместе
с тем, в понятие биективного отображения мы, по–прежнему,
вкладываем классический смысл.

Логические связи между всеми этими типами отображений
отражены в нижеследующих очевидных утверждениях.

5.2.1 Предложение. Биективное отображение одновременно
инъективно и сюръективно

5.2.2 Предложение. Сужение биекции строго инъективно

5.2.3 Предложение. Отображение, обратное инъективному
(квазиинъективному), является сюръекцией (квазисюръекци-
ей)

Теперь, в рамках вышепринятого формализма, нам бу-
дет легко определить основные комбинаторные понятия.
Действительно, если произвольную биекцию из триплета
(A, A, F) называть подстановкой, а простейшую подстанов-
ку — транспозицией, то размещение без повторений мож-
но определить как строгую инъекцию, а размещение с по-
вторениями — как квазиинъекцию. Примем также удоб-
ную нам систему обозначений. Если заданы множества I =
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{1, . . . , n}, J = {1, . . . , m}, где m ≤ n, тогда отображе-
ние /J/ := /i1, . . . , ij, . . . , im/ : J → J пусть обознача-
ет произвольную подстановку m элементов множества J, а
sgn /J/ — знак четности этой подстановки; отображение
[J] := [i1, . . . , ij, . . . , im] : J → I пусть обозначает произ-
вольное размещение из n по m с повторением. Отображе-
ние 〈J〉 := 〈i1, . . . , ij, . . . , im〉 : J → I обозначает произвольное
размещение из n по m без повторений; отображение (J) :=
(i1, . . . , ij, . . . , im) : J → I пусть обозначает произвольное упо-
рядоченное размещение, т. е. такое 〈J〉 в котором ij < ij+1.
Наконец, если множество {J} := {i1, . . . , ij, . . . , im} обозна-
чает у нас производное от (J) подмножество I, состоящее
из m элементов образа размещения (J), тогда отображение
/(J)/ := /(i1, . . . , ij, . . . , im)/ : {J} → {J} пусть обозначает
произвольную подстановку элементов множества {J}, соот-
ветственно sgn /(J)/ — знак четности этой подстановки.

Пусть отображение /(J)îj/ : (i1, . . . , ij, . . . , im) →
(i1, . . . , îj, . . . , im)ij обозначает производную от (J) и произ-
вольного элемента {J} подстановку изъятия этого элемента,
в результате которой элемент ij переходит в конец а осталь-
ные элементы, после переноса ij, остаются упорядоченными
по возрастанию. Наряду с изъятием элемента из упорядочен-
ного множества можно рассматривать присоединение элемен-
та с последующим упорядочиванием. Тогда мы получим под-
становку /(J)ǩ/, где k ∈ {J′} = I \ {J}, которую следует по-
нимать как подстановку упорядочивания множества {(J), k}.
Все эти подстановки обладают свойством антикоммутативно-
сти их четностей, так что sgn /(J)îj îk/ = − sgn /(J)îk îj/, а
sgn /(J) ǰǩ/ = − sgn /(J)ǩ ǰ/.

Рассмотрим, наконец, подстановки частичного нарушения
упорядоченности множества I. Принимаем, что образ подста-
новки /J, J′/ : I → {(J), (J′)}, где {J′} = I \ {J}, образован
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множествами {J} и {J′}, упорядоченными по отдельности, а
подстановка /(J, J′)/ : {(J), (J′)} → {(J′), (J)} подразумева-
ет перестановку упорядоченных множеств. Тогда, поскольку
/J′, J/ = /J, J′/ ∗ /(J, J′)/ а sgn /(J, J′)/ = (−1)m(n−m), то мы
получим равенство sgn /J, J′/ · sgn /J′, J/ = (−1)m(n−m).

5.3 Знакопеременные произведения

Алгебра знакопеременных полилинейных произведений хоро-
шо изучена, и поэтому можно сослаться, например, на со-
ответствующую главу в [20] или [25]. Здесь же мы, исполь-
зуя понятие четности частично упорядоченных подстановок
и подстановок изъятия (присоединения), коснемся лишь от-
дельных вопросов.

Прежде всего обратимся к полилинейным произведениям
в целом. Пусть L означает n–мерное линейное пространство
над R а (ei)I — его базис. Пусть также Tm(L) означает nm–
мерное пространство над R а (e[J]){[J]} — его базис. Тогда мы
можем явно представить тензорное полилинейное произведе-
ние, если запишем

x1 ⊗ · · · ⊗ xm : Lm → Tm(L) : (x1, . . . , xm)→ ∑
{[J]}

∏
ij∈[J]

xije[J],

где xij означает j–ю координату вектора xi. Поскольку e[i1 ⊗
· · · ⊗ eim ] = e[J], то линейная оболочка множества {e[i1 ⊗
· · · ⊗ eim ]}{[J]} изоморфна тензорному линейному простран-
ству Tm(L).

Сформируем теперь два знакопеременных полилинейных
произведения, а именно, внешнее произведение

x1 ∧ · · · ∧ xm : Lm → Λm(L) :
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(x1, . . . , xm)→ ∑
{(J)}

e(J) ∑
{/(J)/}

sgn /(J)/ ∏
ij∈/(J)/

xij = ∑
{(J)}

det(xij)
{J}
J e(J),

где Λm(L) это пространство поливекторов, изоморфное ли-
нейной оболочке множества {e(i1 ∧ · · · ∧ eim)}{(J)}; и векторное
произведение

x1 × · · · × xm : Lm → Λn−m(L) :

(x1, . . . , xm)→ ∑
{(J′)}

sgn /J, J′/ det(xij)
{J}
J e(J′),

где {J′} = I \ {J}. Всем этим произведениям гарантирова-
на знакопеременность, поскольку при транспозиции произ-
вольной пары векторов из набора (x1, . . . , xm) знаки четно-
стей всех подстановок /(J)/ меняются на противоположные.
Кроме того, для них справедливо

5.3.1 Предложение. Система векторов (x1, . . . , xm) линейно
зависима тогда и только тогда, когда x1 ∧ · · · ∧ xm = x1 ×
· · · × xm = 0

Действительно, с одной сторолны, если система (x1, . . . , xm)

линейно зависима, то det(xij)
{J}
J = 0 ∀ (J) ∈ {(J)}, с другой

стороны, если система (x1, . . . , xm) линейно независима, то с
помощью элементарных преобразований системы и переста-
новок элементов базиса (e1, . . . , en) матрица (xij)

I
J приводится

к трапецеидальному виду с m ненулевыми строками и нену-
левой диагональю (xii)J , в силу чего det(xij)

J
J 6= 0. Здесь мы

воспользовались тем обстоятельством, что элементарные пре-
образования сохраняют независимость системы векторов и
одновременно сохраняют равенство (неравенство) нулю опре-
делителя, а подстановки базиса не зануляют ни внешнего ни
векторного произведения. Тем самым, внешнее и векторное
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произведение линейно независимой системы векторов имеют
по крайней мере по одной ненулевой координате, а следова-
тельно утверждение доказано.

Пространство поливекторов Λm(L) интересно еще и тем,
что для него существуют естественные понижающий и повы-
шающий граничные гомоморфизмы, а именно,

δ : Λm(L)→ Λm−1(L) : e(J) → ∑
j∈{J}

sgn /(J) ĵ/ · e ˆ(J),

где ˆ(J) означает упорядоченную подстановку изъятия /(J) ĵ/,
и

d : Λm(L)→ Λm+1(L) : e(J) → ∑
j∈I\{J}

sgn /(J) ǰ/ · e ˇ(J),

где ˇ(J) означает упорядоченную подстановку присоединения
/(J) ǰ/. Действительно, поскольку в поливекторе δδ(x) базис-
ные элементы образуются с помощью изъятий дважды, то в
силу свойства антикоммутативности четностей подстановок с
изъятием мы получим тождество δδ(x) = 0 для всякого по-
ливектора x. Аналогично получается тождество dd(x) = 0.

Обратимся теперь к пространству L, в котором задан функ-
ционал скалярного произведения. Пусть E будет произволь-
ным n–мерным евклидовым пространством над R. Если при-
нять, что

x1 ∧ · · · ∧ xm · y1 ∧ · · · ∧ ym = det(xi · yj)J ,

то это означает, что мы индуцируем из E в Λm(E) скаляр-
ное произведение поливекторов. Если взять квадрат поли-
вектора x1 ∧ · · · ∧ xm, т. е. его скалярное произведение на се-
бя, тогда мы получим определитель Грама системы векторов
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(x1, . . . , xm), равенство нулю которого эквивалентно линей-
ной зависимости этой системы. Линеаризация определителя
Грама, т. е. корень квадратный из его абсолютного значения,
представляет собой полилинейную (но не знакопеременную)
функцию, которую обычно отождествляют с объемом парал-
лелепипеда, натянутого на систему (x1, . . . , xm). Напомним,
что скалярное произведение устанавливает изоморфизм меж-
ду E и дуальным к нему пространством E∗ с базисом (εi)I ,
двойственным к ортонормированному базису (ei)I , т. е.

∗ : E→ E∗ : x → x∗ : 〈x∗, y〉 = x · y (∀ x, y ∈ E) :

〈e∗i , ei〉 = ei · ei : e∗i = ei · eiεi,

который индуцирует изоморфизм Tm(E) ' Tm(E∗). В част-
ности, изоморфизм Λm(E) ' Λm(E∗) устанавливается соот-
ветствием между m–векторами и m–формами по формуле

∗ : ∑ xJeJ →∑ x∗J εJ : ∑
{(J)}

x(J)e
(i1 ∧ · · · ∧ eim) → ∑

{(J)}
x(J)e

(∗i1 ∧ · · · ∧ e∗im).

Напомним также, что евклидова структура линейного про-
странства задает оператор дуализации Ходжа

? : Λm(E)→ Λn−m(E) :

∑ xJeJ → 〈∗∑ xJeJ , ε〉 : ∑ xJeJ → sgn /J, J′/ ∑ x∗J eJ′ ,

где дискриминант ε := e1 ∧ · · · ∧ en при сворачивании с m–
формой eJ приобретает знак подстановки eJ ∧ eJ′ := e(i1 ∧
· · · ∧ eim) ∧ e(im+1 ∧ · · · ∧ ein). Впрочем, в евклидовом простран-
стве с положительной сигнатурой, где x∗J = xJ , мы полу-
чим ? : Λm(E) → Λn−m(E) : ∑ xJeJ → sgn /J, J′/ ∑ xJeJ′ .
Тем самым, наше определение векторного произведения через
четность частично упорядоченных подстановок согласовано с
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определением оператора дуализации в евклидовом простран-
стве с положительной сигнатурой через сворачивание с дис-
криминантом.

Обратимся теперь к гладким дифференциальным фор-
мам. Пусть дано поле гладких дифференциальных m–форм
a(x) = ∑ aJ(x)dx J , где J := (J), dx J := dx(i1 ∧ · · · ∧ dxim)

и aJ(x) — произвольные гладкие отображения из L в R.
Напомним, что внешним произведением дифференциальной
m–формы a(x) = ∑ aJ(x)dx J и дифференциальной 1–формы
b(x) = ∑n bi(x)dxi называют (m+1)–форму a(x) ∧ b(x) =

∑ bi(x)aJ(x) sgn J̌dx J̌ , где J̌ есть упорядоченная подстановка
присоединения /(J)i/, т.е. внешнее произведение получается
в резултате внешнего произведения этих форм и подстановок
присоединения, преобразующих базисные элементы dx J ∧ dxi

к упорядоченному виду dx J̌ .
Вместе с тем, помимо внешнего произведения, существу-

ет внутреннее произведение дифференциальной m–формы
a(x) = ∑ aJ(x)dx J на векторное поле b̄(x) = ∑n bi

∂
∂xi

, под ко-
торым понимают свертку поля формы с полем вектора. Од-
нако, несмотря на простоту такого определения внутреннего
произведения, обратим ваше внимание на то, что для свора-
чивания необходимо, выполнив подстановки изъятия, приве-
сти форму a(x) = ∑ aJ(x)dx J к виду ∑ aJ(x) sgn Ĵdx Ĵ ∧ dxi, а
затем, заменив в этом представлении внешнее произведение
на dxi на произведение на число bi(x), получить уже искомое
внутреннее произведение 〈a(x), b̄(x)〉 = ∑ bi(x)aJ(x) sgn Ĵdx Ĵ .

Внешняя производная гладкой дифференциальной формы
(дифференциал) задается формулой da(x) = ∑ d J̌ a(x)dx J̌ =

∑ daJ(x) ∧ dx J , где daJ(x) = ∑n
∂aJ(x)

∂xi
dxi. Тогда, в силу свой-

ства антикоммутативности подстановок упорядочивания с
присоединением, которые возникают при повторном диффе-
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ренцировании, мы получим тождество dda(x) = 0, характери-
зующее внешнюю производную как повышающий граничный
гомоморфизм.

Установим теперь еще одно важное свойство внешеней
производной. Пусть дан такой произвольный предельно ма-
лый вектор ∆x = ∑n ∆xi = ∑n ∆xiei, что из него мож-
но сформировать ненулевой (m+1)–вектор ∆ = ∑ ∆x J̌ , где
∆x J̌ := ∆x(i1 ∧ · · · ∧ ∆xim+1), и соответствующий ему m–
вектор δ∆ = ∑ ∆x J , где ∆x J = ∆x(i1 ∧ · · · ∧ ∆xim). Тогда
〈da(x), ∆〉 = ∑〈d J̌ a(x)dx J̌ , ∆x J̌〉, где 〈d J̌ a(x)dx J̌ , ∆x J̌〉 = d J̌ a(x) ·
∆xi1 · · ·∆xim+1 . С другой стороны, разложив в этом выраже-
нии компоненту дифференциала и компоненту поливектора,
мы будем иметь выражение 〈d J̌ a(x)dx J̌ , ∆x J̌〉 = 〈∑n

∂aJ(x)
∂xi

dxi ∧
dx J , ∑n ∆xi ∧ ∆x J〉, и если затем свернем 1–форму и вектор,
то получим равенство 〈d J̌ a(x)dx J̌ , ∆x J̌〉 = 〈∑m+1[aJ(x + ∆xi)−
aJ(x))]dx J , ∑m+1 ∆x J〉. Таким образом, доказано утверждение

5.3.2 Предложение. 〈da(x), ∆〉 = 〈[a(x + ∆x)− a(x)], δ∆〉

Данное предложение мы применим в следующем разделе
при выводе формулы Стокса, где предельно малые векто-
ра служат остовом для предельно малого параллелепипеда
а интегрирование по поверхности отождествляется с сумми-
рованием сверток диференциальной формы и поливекторов,
соответствующих этим параллелепипедам. Сейчас же, заме-
тим только, что величина 〈da(x), ∆〉 характеризует линейную
часть приращения свертки дифференциальной формы в точ-
ке x и поливектора, соответствующего граням параллелепи-
педов, построенных на предельно малых векторах, при сдвиге
каждой грани на противоположную и соответствующем изме-
нении значения дифференциальной формы.
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5.4 Параллелепипеды и многообразия

Начнем мы с классического определения параллелепипе-
дов, которое здесь повторим, сославшись на университетский
учебник [21].

5.4.1 Определение. Параллелепипедом πm, натянутым на си-
стему линейно независимых векторов x1, . . . , xm, выходящих
из точки x0 n–мерного аффинного пространства Rn, назы-
вается множество точек x0 + ∑m αixi, задаваемое условием
0 ≤ αi ≤ 1 ∀ i ∈ J.

Затем, в дополнение к этому геометрическому понятию, мы
дадим алгебраическое определение ориентированного парал-
лелепипеда.

5.4.2 Определение. Ориентированным параллелепипедом на-
зывается параллелепипед πm, в котором определенным об-
разом задано направление всех цепочек ребер x/i1 , . . . , xim/.
Направление цепочки от x0 к x0 + ∑m xi считается положи-
тельным, а обратное — отрицательным. Если в параллелепи-
педе всем четным цепочкам (цепочкам с четными последо-
вательностями ребер) задать положительное направление, а
нечетным — отрицательное, то такой параллелепипед назы-
вается положительно ориентированным и обозначается +πm,
т. е. sgn πm = +1. В обратном случае параллелепипед назы-
вается отрицательно ориентированным и обозначается −πm,
т. е. sgn πm = −1.

На основании геометрического определения мы полагаем,
что гранями параллелепипеда πm служат 2m параллелепипе-
дов πm−1, а именно, m параллелепипедов πm−1

∗j , натянутых на
подсистемы m− 1 векторов, полученных исключением векто-
ра xj, где j ∈ J, из системы x1, . . . , xm, и выходящих из началь-
ной точки x0, а также m параллелепипедов πm−1

j∗ , выходящих
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из m точек x0 + xi и натянутых соответственно на подсистемы
без xj каждый. Таким образом, у параллелепипеда 2m вершин,
2m граней, и m2m−1 ребер. Заметим также, что все грани гра-
ней параллелепипеда πm соединяют соответствующие пары
соседних граней, т. е. πm−1

j∗ ∩πm−1
k∗ = πm−2

jk∗ , πm−1
∗j ∩πm−1

∗k =

πm−2
∗jk , πm−1

j∗ ∩ πm−1
∗k = πm−2

j∗k , где j 6= k.

5.4.3 Определение. Ориентированной поверхностью парал-
лелепипеда называется совокупность определенным об-
разом ориентированных его граней. Ориентация граней
πm−1
∗j параллелепипеда соответствует четности подстановок

/(1, . . . , m) ĵ/ а грани πm−1
j∗ , противоположные граням πm−1

∗j ,
имеют также и противоположную ориентацию. Иначе говоря,
sgn πm−1

∗j = − sgn πm−1
j∗ = sgn /(1, . . . , m) ĵ/.

Тогда, в силу антикоммутативности подстановок с изъяти-
ем, мы получим одно замечательное свойство

5.4.1 Предложение. Общие грани соседних граней ориентиро-
ванной поверхности параллелепипеда имеют в них противо-
положную ориентацию.

Действительно, в параллелепипеде πm−1
∗j ориентация гра-

ни πm−2
∗jk равна sgn /(1, . . . , m) ĵk̂/ а в параллелепипеде

πm−1
∗k ориентация этой же грани равна sgn /(1, . . . , m)k̂ ĵ/.

Аналогично, в параллелепипеде πm−1
j∗ ориентация грани

πm−2
jk∗ равна sgn /(1, . . . , m) ĵk̂/ а в параллелепипеде πm−1

k∗
ее ориентация равна sgn /(1, . . . , m)k̂ ĵ/. Вместе с тем,
в параллелепипеде πm−1

j∗ ориентация грани πm−2
j∗k равна

− sgn /(1, . . . , m) ĵk̂/ а в параллелепипеде πm−1
∗k ее ориентация

равна − sgn /(1, . . . , m)k̂ ĵ/.
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Алгебраическая конструкция ориентированного паралле-
лепипеда допускает формализацию. Действительно, если до-
пустить кратность ориентированного параллелепипеда, ре-
ализуемую посредством расслоения цепочек его ребер, то
алгебраическую сумму чисел положительно и отрицательно
ориентированных слоев можно задавать некоторым произ-
вольным целым числом. Тем самым, мы можем говорить о
z-ориентированном параллелепипеде zπm, который является
элементом абелевой группы Πm, изоморфной Z.

В свою очередь, геометрическая конструкция параллелепи-
педа через возможность формирования гомологической сети
параллелепипедов допускает расширение до понятия клеточ-
ной поверхности. Действительно, параллелепипед πm в про-
странстве Rn может быть продолжен геометрически, через
собственные (m− 1)-мерные грани так, что новый m-мерный
параллелепипед натягивается на произвольную, но уже суще-
ствующую грань, и некоторый новый вектор, не лежащий в
подпространстве этой грани. Конечное или счетное объедине-
ние параллелепипедов πm, произвольные пары которых ли-
бо вовсе не пересекаются, либо пересекаются своими общи-
ми гранями произвольной размерности, можно отождествить
с m-мерным клеточным комплексом. Тогда m-мерной кле-
точной поверхностью Ωm мы назовем такой m-мерный кле-
точный комплекс, в котором каждая пара параллелепипедов
может быть соединена в цепь, связанную общими (m − 1)-
мерными гранями ее звеньев – соседних параллелепипедов.
Вместе с тем, m-мерным клеточным многообразием мы назо-
вем клеточную поверхность без самопересечений, т.е. такую, в
которой каждая общая грань поверхности имеет размерность
(m− 1) и является пересечением только двух параллелепипе-
дов. Границей dΩm клеточного многообразия Ωm мы назовем
объединение всех (m − 1)-мерных граней параллелепипедов

107



5 О параллелепипедах

многообразия Ωm за вычетом общих граней. Замкнутым кле-
точным многообразием мы назовем компактное (составленное
из конечного числа параллелепипедов) клеточное многообра-
зие без границ. Заметим при этом, что среди всех граней от-
дельного параллелепипеда πm нет ни одной общей грани, по-
этому клеточная поверхность параллелепипеда является его
границей dπm. В то же время, поскольку все (m− 2)-мерные
грани поверхности параллелепипеда dπm являются общими
гранями, то поверхность параллелепипеда не имеет границы,
и следовательно ddπm = ∅. Вместе с тем, поскольку всякое
клеточное многообразие является объединением параллеле-
пипедов, то для всякого клеточного многообразия Ωm спра-
ведливо тождество ddΩm = ∅, а следовательно граница мно-
гообразия dΩm это либо замкнутое многообразие, либо она
является объединением замкнутых многообразий.

Элементарным гомеоморфным преобразованием клеточно-
го многообразия с границей Ωm мы назовем такое присоеде-
нение к границе нового параллелепипеда или изъятие уже
существующего параллелепипеда, которое не нарушает связ-
ности его границы, т.е. не изменяет числа кусков (замкну-
тых многообразий) его границы. В свою очередь, элементар-
ным гомеоморфным преобразованием замкнутого клеточного
многообразия dΩm мы назовем елементарное гомеоморфное
преобразование клеточного многообразия с границей Ωm.

Множество всех m–мерных параллелепипедов, составляю-
щих многообразие Ωm, порождает свободную абелеву группу
Πm(Ωm), образованную формальными суммами ∑

K
ziπ

m
i , где

zi ∈ Z, K ⊆ N. Сумму ∑
K
±πm

i , составленную из одинаково

ориентированных параллелепипедов многообразия Ωm, гра-
ни пересечения соседних параллелепипедов которой имеют в
них противоположную ориентацию, мы назовем ориентиро-
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ванным клеточным многообразием. Клеточное многообразие,
которое допускает ориентацию составляющих его параллеле-
пипедов, называется ориентируемым клеточным многообра-
зием. Заметим при этом, что при элементарном гомеоморф-
ном присоединении параллелепипеда грань соединения этого
параллелепипеда с примыкающим к нему параллелепипедом
имеет в них противоположную ориентацию только в том слу-
чае, когда сами параллелепипеды имеют одинаковую ориен-
тацию. Следовательно ориентация гомеоморфно присоединя-
емого (изымаемого) параллелепипеда согласована с ориента-
цией соседних параллелепипедов, и поэтому мы получим

5.4.2 Предложение. Ориентируемость является топологиче-
ским инвариантом клеточного многообразия Ωm

Кроме того, всякое клеточное многообразие Ωm порожда-
ет свободную абелеву группу Πm−1(Ωm), образованную фор-
мальными суммами граней его параллелепипедов. Группу
Πm−1(Ωm) мы называем группой граней клеточного много-
образия. Группа граней одного параллелепипеда Πm−1(π

m)
состоит из формальных сумм ∑2m ziπ

m−1
i а отображение

γ : πm → Πm−1(π
m) :

πm →∑
m

sgn /(1, . . . , m) ĵ/ ·πm−1
∗j −∑

m
sgn /(1, . . . , m) ĵ/ ·πm−1

j∗

индуцирует граничный гомоморфизм соответствующих абе-
левых групп

δ : Πm(Ωm)→ Πm−1(Ωm) : ∑
K

ziπ
m
i →∑

K
ziγ(π

m
i ).

Действительно, в силу предложения 5.4.1 имеет место тожде-
ство γγ(πm) = 0, применяя которое покомпонентно, получим
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другое тождество δδ(Ωm) = 0, определяющее граничное отоб-
ражение и цепной комплекс {Πm−1(Ωm), δ}.

Положим

Zm−1(Ωm) := Ker{δ : Πm−1(Ωm)→ Πm−2(Ωm)} ⊂ Πm−1(Ωm)

и назовем Zm−1(Ωm) группой циклов. Положим также

Bm−1(Ωm) := Im{δ : Πm(Ωm)→ Πm−1(Ωm)} ⊂ Πm−1(Ωm)

и назовем Bm−1(Ωm) группой границ. Так как δδ = 0, то
Bm−1(Ωm) ⊂ Zm−1(Ωm). Факторгруппу

Hm−1(Ωm) := Zm−1(Ωm)/Bm−1(Ωm)

назовем (m− 1)-мерной группой гомологий. Тогда, поскольку
гомеоморфное присоединение или изъятие параллелепипеда
добавляет в группу граней или удаляет из нее элементарный
цикл, который является границей, то мы имеем

5.4.3 Предложение. Группа (m− 1)-мерных гомологий явля-
ется топологическим инвариантом клеточного многообразия
Ωm

Таким образом, применение понятия ориентированного па-
раллелепипеда позволяет сделать естественный переход к по-
строению стандартной теории гомологий. Однако далее мы
покажем, что параллелепипеды с успехом могут также при-
меняться и в вопросах классификации замкнутых клеточных
многообразий.

Пусть каркасом замкнутого m-мерного клеточного много-
образия называется граф, полученный в результате раскрас-
ки m-мерного многообразия 2m цветами краски. Если для рас-
краски многообразия не хватает параллелепипедов, то они
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добавляются гомеоморфным присоединением. Раскраска на-
чинается с собранного в одну точку пересечения пучка из 2m

параллелепипедов, которые затем окрашиваются в различ-
ные цвета. Далее параллелепипеды окрашиваются в произ-
вольные цвета, но с таким условием, чтобы цвет окрашивае-
мого параллелепипеда соападал с цветом одного из соседних
с ним. Вершины каркаса формируется как точки пересече-
ния 2m параллелепипедов различного цвета, а ребра каркаса
образуются в результате пресечения 2m−1 параллелепипедов
различного цвета. Из соображений симметрии следует, что в
каркасе m-мерного замкнутого клеточного многообразия мо-
жет быть произвольное число вершин, но в каждой вершине
должен быть собран набор из m пар ребер. При этом, если ни
одна из этих пар ребер не образует пары петель, то это каркас
ориентируемого клеточного многообразия, а если хотя бы од-
на из этих пар ребер образует пару петель, то это будет каркас
неориентируемого замкнутого клеточного многообразия.

Рассмотрим теперь вопрос о классификации каркасов ори-
ентируемых замкнутых клеточных многообразий, которые
для краткости будем называть c–каркасами. Если мы заме-
ним пары ребер c–каркаса n-мерного многообразия одиноч-
ными ребрами, то увидим, что классификация c–каркасов
эквивалентна классификации неориентированных графов без
петель, обладающих таким свойством, что каждая вершина
графа инцендентна n смежным реберам.

Сформируем теперь элементарный c–каркас, соответству-
ющий простейшему графу. Для этого, мы произвольным
образом разложим n в сумму n1 + · · · + nm = n, где
1 ≤ m ≤ n, и построим 2m–вершинный граф, изоморф-
ный m–параллелепипеду с ребрами кратности ni, т. е. та-
кой граф, вершины которого совпадают с вершинами m–
параллелепипеда а всякие ni его кратных ребер соответ-
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ствуют каждому ребру параллелепипеда из соответствую-
щего класса его параллельных ребер. Тогда, поскольку у
m–параллелепипеда m2m−1 ребер, то с учетом их кратно-
сти мы получим n2m−1 ребер графа или n2m−1 пар ребер
соответствующего c–каркаса. Элементарный c–каркас, соот-
ветствующий разложению n1, . . . , nm мы обозначим симво-
лом Sn1 × · · · × Snm и заметим, что из двух произвольных
элементарных c–каркасов можно составить новый c–каркас
Sn1 × · · ·× Snm + Sn1 × · · ·× Snl , которому соответствует граф,
полученный из двух простейших графов путем разрыва ребер
в одной произвольной вершине каждого из них и последую-
щего совмещения соответствующих ребер двух этих графов.
Однако, если l = 1, то мы получим исключение, так как в
этом случае Sn1 × · · · × Snm + Sn = Sn1 × · · · × Snm .

Итак, мы получили полную классификацию c–каркасов, ко-
торая определяется их сборкой из элементарных c–каркасов.
Заметим также, что клеточное многообразие, имеющее c–
каркас элементарного типа Sn1 × · · · × Snm , гомеоморфно про-
изведению сфер Sn1 ×· · ·×Snm . В свою очередь, многообразие
имеющее c–каркас, представленный суммой двух элементар-
ных c–каркасов, образуется из соответствующих произведе-
ний сфер с помощью связной суммы, т.е. с помощью выреза-
ния в каждом из них по клетке и склеивания их по границе
клетки. С учетом этих замечаний справедливо утверждение.

5.4.4 Предложение. Фундаментальная группа замкнутого
ориентируемого многообразия тривиальна, если во всех его
образующих элементарных каркасах типа Sn1 × · · · × Snm не
встречается ни одной компоненты S1.

Доказательство. Действительно, при данных условиях исход-
ное многообразие можно склеить из элементарных многооб-
разий, каждое из которых можно разложить в произведение
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подмногообразий, гомеоморфных некоторым сферам Sk, где
каждое k > 1. Но поскольку фундаментальная группа про-
изведения таких сфер тривиальна а каждая граница склейки
гомеоморфна сфере Sn−1, которая в случае n > 2 имеет три-
виальную фундаментальную группу, то утверждение доказа-
но.

Из последнего предложения и из того, что классификация
замкнутых ориентируемых многообразий в размерности три
сводится к классификации соответствующих каркасов, кото-
рые могут быть составлены из каркасов типа S1 × S1 × S1,
S2 × S1 и S1 × S2, где обязательно встречается компонента
S1, либо это есть каркас типа S3, следует, что замкнутые
ориентируемые 3-многообразия, имеющие тривиальную фун-
даментальную группу, гомеоморфны 3-мерной сфере. Таким
образом, классическая гипотеза Пуанкаре, является простым
следствием классификации замкнутых ориентируемых мно-
гообразий посредством классификации их каркасов.

Обратимся теперь к вопросам измерения, связанным с
клеточными поверхностями. Поскольку внешнее произведе-
ние векторов, на которые натягивается параллелепипед, за-
дает отображение π̄m : πm → ∧m(L), индуцирующее эк-
вивалентность элементов пространства {πm}, то прострвн-
ство ∧m(L) и ∧m(L∗) можно интерпретировать как простран-
ство эквивалентных приборов и воздействий на них соответ-
ственно. Иначе говоря, мы полагаем, что свертка 〈x̄, ỹ〉, где
x̄ ∈ ∧m(L), ỹ ∈ ∧m(L∗), есть результат измерения воздей-
ствия ỹ на прибор x̄. В соответствии с такой концепцией,
всякому многообразию Ωm и полю дифференциальных m–
форм a(x) можно сопоставить сумму сверток ∑K〈a(x0

i ), π̄m
i 〉,

которую следует понимать как результат воздействия на по-
верхность, составленную из K приборов–параллелепипедов. В
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том случае, когда многообразие Ωm составлено из предель-
но малых параллелепипедов ∆πm, мы назовем его интеграль-
ной поверхностью а сумму сверток обозначим символом инте-
грала

∫
Ωm〈a(x), ∆π̄m〉. Заметим при этом, что для канониче-

ской поверхности, все параллелепипеды которой построены
на векторах, коллинеарных базисным, принято обозначение∫

Ωm a(x)dx J . Посколку общие грани являются одновременно
начальными и конечными порождающими гранями в сосед-
них параллелепипедах, то применив разложение

〈da(x), ∆π̄m〉 = ∑
m
〈a(x + ∆xj), ∆π̄m−1

j∗ 〉 −∑
m
〈a(x), ∆π̄m−1

∗j 〉

ко всем предельно малым параллелепипедам интегральной
поверхности, мы получим формулу Стокса∫

Ωm
〈da(x), ∆π̄m〉 =

∫
δΩm
〈a(x), ∆π̄m−1〉.

Если отображение π̄m индуцировано векторным произведе-
нием, то с ориентированным многообразием Ωm можно свя-
зать векторный объем Vol(Ωm) := ∑K π̄m

i . Наконец, со вся-
кой интегральной поверхностью, заданной в евклидовом про-
странстве положительной сигнатуры, можно связать линей-
ный объем

∫
Ωm

√
|∆π̄m · ∆π̄m|, который в наблюдаемом про-

странстве ассоциируется с длиной, площадью и собственно
объемом.

5.5 Минимальные потоки и
поверхности

Векторные поля и минимальные поверхности, заданные в ев-
клидовом пространстве, основательно описаны в учебной ли-
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тературе [29] [22], [23], [24], поэтому мы ограничимся рас-
смотрением лишь того, что непосредственно вытекает из на-
шей алгебры параллелепипедов, либо посмотрим на извест-
ные факты немного с другой стороны.

Пусть в евклидовом пространстве Rn задано произволь-
ное гладкое ковекторное поле, т. е. поле дифференциальной
1–формы a(x) = ∑n aj(x)dxj. Тогда мы имеем также сопря-
женное к a(x) векторное поле a∗(x) и дуальную к a(x) диф-
ференциальную (n-1)–форму ?a(x) = sgn J ∑n aj(x)dx J , где
J := /I, ĵ/. Дифференциальные формы a(x) и ?a(x) можно
представить стационарным потоком некой идеальной жид-
кости, измеряемым 1–мерными и (n-1)–мерными приборами
(поливекторами) в результате их сворачивания с a(x) и ?a(x)
соответственно. Если в качестве приборов для измерения по-
тока используются 1–мерные или (n-1)–мерные интегральные
поверхности, то в результате измерения мы получим инте-
гральные суммы

∫
Ω1〈a(x), dx〉 и

∫
Ωn−1〈?a(x), dxn−1〉 соответ-

ственно, где dx := ∆π̄1 и dxn−1 := ∆π̄n−1. Применение пре-
дельно малых поверхностей без границ дает нам возможность
установить локальные характеристики потока. Действитель-
но, отсутствие локального вращения потока

∮
〈a(x), dx1〉 = 0

обеспечено дифференциальным условием da(x) = 0, а отсут-
ствие стоков и истоков

∮
〈?a(x), dxn−1〉 = 0 обеспечено усло-

вием d ? a(x) = 0.
Критерии замкнутости потока мы дополним критериями

его устойчивости. Так, ламинарное течение потока, характе-
ризуемое его слоением, удовлетворяет дифференциальному
условию голономности a(x) ∧ da(x) = 0. Заметим при этом,
что всякая точная 1–форма a(x) = dϕ(x) голономна а ее се-
мейство интегральных поверхностей (слоение) задано поверх-
ностями уровня функции ϕ(x). В свою очередь, всякое голо-
номное ковекторное поле a(x) коллинеарно некоторому потен-
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циальному ковекторному полю dϕ(x), т.е. a(x) = k(x)dϕ(x),
где k(x) — произвольная необращающаяся в нуль гладкая
функция. Действительно, da(x) = d[k(x)dϕ(x)] = dk(x) ∧
dϕ(x), и поэтому a(x) ∧ da(x) = k(x)dϕ(x) ∧ dk(x) ∧ dϕ(x) =
0. Обратно, если уравнение a(x) ∧ da(x) = 0 вполне инте-
грируемо, то его интегральным поверхностям, т.е. слоению,
всегда можно поставить в соответствие поверхности уровня
некоторой функции ϕ(x), а следовательно a(x) коллинеарно
dϕ(x).
Равновесное течение ламинарного потока удовлетворяет со-

ответствующему дифференциальному условию, в частности,
для потенциального поля a(x) = dϕ(x) это будет диффе-
ренциальное уравнение ∆ϕ(x) = 0. Действительно, величи-
на ∆ϕ(x) = d ? dϕ(x) характеризует разность давлений пото-
ка на предельно малые элементы поверхностей уровня, полу-
ченные градиентным переносом в предельно малом элементе
объема, а именно,∫

∆V
〈d ? dϕ(x), dxn〉 =

∫
∆Φ2

〈?dϕ(x), dxn−1〉−
∫

∆Φ1

〈?dϕ(x), dxn−1〉,

где учтено отсутствие давления на боковую поверхность пре-
дельно малого элемента объема ∆V, образованного замета-
нием предельно малой площадки ∆Φ1 поверхности уровня
ϕ(x) = c на площадку ∆Φ2 поверхности уровня ϕ(x) = c + h
при ее переносе градиентным векторным полем. Следователь-
но гармоничность функции уровня обеспечивает отсутствие
разности давлений, т. е. равновесие (устойчивость) соответ-
ствующего потока. В общем случае, когда a(x) = k(x)dϕ(x),
аналогичные рассуждения позволяют в качестве критерия
равновесности потока получить дифференциальное уравне-
ние d ? k(x)dϕ(x) = k(x)∆ϕ(x) + (∇k(x),∇ϕ(x)) = 0.

Рассмотрим теперь вариационную задачу, решение кото-
рой позволит нам получить локально устойчивые (минималь-
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ные) потоки. В качестве функционала устойчивости потока
мы возьмем значение криволинейного интеграла

∫
〈a(x), dx〉,

определенного на конечном отрезке прямой общего положе-
ния. Поскольку нас интересует локальный критерий устойчи-
вости потока, то следует взять предельно малый отрезок ∆x
и решить вариационное уравнение

Loc. Var
∫
〈a(x), dx〉 = δ

∫ x+∆x

x
〈a(x), dx〉 = δ〈a(x+∆x)− a(x), ∆x〉 = 0.

Тем самым, интегральная вариационная задача сводится к ва-
риационной задаче на минимум приращения свертки. Пусть
сначала вектор ∆x коллинеарен вектору a∗(x). Тогда уравне-
ние δ〈a(x + ∆x)− a(x), ∆x〉 = ±(|a(x + ∆x)| − |a(x)|)|∆x| = 0
выполняется, если |a(x + ∆x)| = |a(x)|, откуда следует, что
необходимым условием выполнения вариационного уравне-
ния является постоянство модуля ковекторного поля a(x).
Затем пусть вектор ∆x ортогонален вектору a∗(x). Тогда
уравнение δ〈a(x + ∆x) − a(x), ∆x〉 = δ〈a(x + ∆x), ∆x〉 = 0
выполняется, если ковектор a(x + ∆x) параллелен ковек-
тору a(x), откуда следует, что необходимым условием вы-
полнения вариационного уравнения является голономность
поля a(x). Теперь пусть вектор ∆x имеет общее положе-
ние а ковекторное поле a(x) единично и голономно, т.е.
a(x) = k(x)dϕ(x), где k(x) = |∇ϕ(x)|−1. Тогда, поскольку
a(x + ∆x) = a(x) + ∑n〈∇aj(x), ∆x〉dxj = a(x) +∇∆xa(x), то
приращение свертки равно значению квадратичной формы
〈a(x + ∆x)− a(x), ∆x〉 = 〈∇∆xa(x), ∆x〉 = (H∆x, ∆x), где опе-
ратор H в матричном представлении задается недиагональ-
ными элементами k(x) ∂2 ϕ(x)

∂xi∂xj
+
(

∂k(x)
∂xi

∂ϕ(x)
∂xj

+ ∂k(x)
∂xj

∂ϕ(x)
∂xi

)
и диа-

гональными элементами k(x) ∂2 ϕ(x)
∂x2

i
+
(

∂k(x)
∂xi

∂ϕ(x)
∂xi

)
. Таким об-

разом, вариационное уравнение δ(H∆x, ∆x) = 0 сводит на-
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шу задачу к поиску минимального самосопряженного опе-
ратора. В этой связи напомним [26], что всякий самосопря-
женный оператор C с точностью до отражений может быть
разложен на оператор A с нулевым следом и положитель-
но определенный оператор B, т. е. C = ±(A + B). Действи-
тельно, достаточно привести матрицу оператора C к диаго-
нальному виду и разложить ее диагональные элементы. В
то же время, для квадратичных форм выполняется неравен-
ство (Ax, x) < ((A + B)x, x), следовательно самосопряжен-
ный оператор с нулевым следом будет минимальным опера-
тором и решение Tr H = k(x)∆ϕ(x) + (∇k(x),∇ϕ(x)) = 0,
где k(x) = |∇ϕ(x)|−1, является необходимым и достаточным
условием локальной экстремальности функционала устойчи-
вости потока. Заметим также, что такое же решение имеет ва-
риационная задача на экстремум интеграла

∫
〈?a(x), dxn−1〉,

определенного на конечной площадке произвольной (n-1)–
плоскости общего положения. Действительно, вариационное
уравнение

Loc. Var
∫
〈?a(x), dxn−1〉 = δ〈?a(x + ∆x)− ?a(x), ?∆x〉 = 0

не меняет постановки вариационной задачи, так как свертка
вектора с ковектором равна свертке их дуализаций.

Пусть теперь в евклидовом пространстве положительной
сигнатуры, где мы не делаем отличия векторов от ковекто-
ров, дано поле точной 1–формы dϕ(x). Рассмотрим производ-
ное от него единичное голономное поле n(x) = k(x)dϕ(x), где
k(x) = 1/|dϕ(x)|, и вычислим площадь S поверхности Φn−1,
которая является ограниченной частью поверхности уровня
функции ϕ(x). Покажем, что

S(Φn−1) =
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1).
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Действительно, единичный вектор n(x) ортогонален к плос-
кости, касательной к поверхности уровня функции ϕ(x) в точ-
ке x а единичный поливектор ?n(x) коллинеарен предельно
малому поливектору ∆π̄n−1(x), и поэтому площадь послед-
него равна их скалярному произведению (?n(x), ∆π̄n−1(x)),
откуда следует, что

S(Φn−1) = ∑
Φn−1

S(∆πn−1) =
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1).

Заметим также, что∫
∆V
〈d ? n(x), dxn〉 = S(∆Φ2)− S(∆Φ1),

где площадка ∆Φ2 образована ортогональным переносом пло-
щадки ∆Φ1 на предельно малое расстояние с поверхности
уровня Φ1 на поверхность уровня Φ2, а следовательно

lim
∆V→0

S(∆Φ2)− S(∆Φ1)

∆V
= d ? n(x).

Вместе с тем, легко показать, что локальное решение вари-
ационного уравнения

Loc. Var
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1) = 0

приводит к тому же дифференциальному уравнению мини-
мальности d ? n(x) = 0. Таким образом, локально минималь-
ные параметризованные поверхности евклидова пространства
с нулевой средней кривизной и поверхности уровня функций,
удовлетворяющих уравнению минимальности, эквивалентны.
Впрочем, эта эквивалентность следует также из того хорошо
известного факта, что средняя кривизна поверхности уровня,
заданной в n–мерном евклидовом пространстве, вычисляется
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по формуле H(x) = −( 1
n )d ? ( dϕ(x)

|∇ϕ(x)| ). Кроме того, в резуль-
тате исследования мы получили дуальность таких понятий
как минимальные поверхности и минимальные (максимально
устойчивые) потоки.
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6 О построении векторных
полей сфер

6.1 Постановка задачи и определения

Необходимая нам группа зеркальных симметрий возникает
при решении конкретной задачи, поэтому сформулируем сна-
чала проблему. Хорошо известно, что тривиальных вектор-
ных полей четномерных сфер не существует, а максималь-
ное число регулярных линейно независимых векторных по-
лей нечетномерной сферы Sn−1 равно p(m) = 8d + 2c − 1, где
c = |m| mod 4, m = 4d + c, n = (2a + 1)2m, m, a ∈ N. Окон-
чательное решение этой задачи нашло отражение в работе
Адамса [28]. В свою очередь, Аминов в монографии [29] по-
казал как сформировать, т.е. получить в явном виде, полную
систему регулярных (линейных) линейно независимых век-
торных полей нечетномерных сфер малой размерности. По-
пробуем формализовать и обобщить эмпирический результат,
полученный Аминовым. Отметим здесь также работу [30] по
комбинаторному построению касательных векторных полей
на сферах, которую успешно выполнил Огникян.

Пусть в евклидовом пространстве Rn размерности n = 2m

уравнением x2 = 1 задана сфера Sn−1, на которой лежит про-
извольный вектор X. Ортогональное к X векторное поле AX,
где A – опреатор пространства End Rn, называется регуляр-
ным векторным полем сферы Sn−1. Поскольку (AX, X) = 0,
то A это кососимметричный оператор, и поэтому в матричном
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6 О построении векторных полей сфер

представлении AT = −A. Перед нами стоит задача — найти и
представить линейно независимую систему регулярных век-
торных полей. Операторы, формирующие эти поля, мы будем
искать среди ортогональных операторов, а условие линей-
ной независимости заменим условием попарной ортогональ-
ности. Тогда, если A ∈ O(n), то кососимметричность ортого-
нального оператора A эквивалентна условию A−1 = −A или
A2 = −E. В то же время, если A, A′ ∈ O(n), A2 = (A′)2 = −E
и выполняется условие ортогональности полей AX и A′X, то в
силу тождества (A′X, AX) = (A∗A′X, X) = −(AA′X, X) = 0
мы получим условие (AA′)2 = −E, из которого следует
равносильное ему условие антикоммутативности операторов
A′A = −AA′. Итак, нам необходимо найти максимально воз-
можное число ортогональных кососимметричных попарно ан-
тикоммутирующих операторов, или иначе, ортогональных ко-
сосимметричных операторов, всякое попарное произведение
которых также кососимметрично.

Прежде чем взяться за решение поставленой задачи, на-
помним вам, что доказательство существования тривиальных
векторных полей нечетномерных сфер основано на существо-
вании гомотопного тождественному антиподального отобра-
жения нечетномерных сфер. Обратно, отсутствие векторных
полей четномерных сфер связано с отсутствием гомотопного
тождественному антиподального отображения четномерных
сфер. Вместе с тем, всякая сфера Sn−1 гомеоморфна гра-
нице n-мерного параллелепипеда, и поэтому существование
(отсутствие) тривиальных векторных полей сферы Sn−1 эк-
вивалентно существованию (отсутствию) гомотопного тожде-
ственному антиподального отображения границы n-мерного
параллелепипеда. Заметим при этом, что группа изоморфиз-
мов границы n-мерного параллелепипеда равна группе моно-
миальных подстановок базиса пространства Rn, т.е. она со-
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стоит из матриц, в каждой строке и каждом столбце кото-
рых по одному ненулевому элементу равному 1 или −1, и
поэтому изоморфна сплетенному произведению S2 o Sn. Мно-
жество изоморфизмов границы n-мерного параллелепипеда
по свойству сохранения или изменения ориентации границы
разбивается на два класса отображений, а именно, на класс
гомотопных и класс негомотопных тождественному отобра-
жений. Принадлежность к тому или иному классу определя-
ется детерминантом матрицы представления изоморфизма,
т.е. равенство детерминанта матрицы единице означает при-
надлежность соответствующего изоморфизма к классу гомо-
топных тождественному отображений, а равенство −1 озна-
чает принадлежность к классу негомотопных тождественно-
му отображений. Откуда понятно, что существование (от-
сутствие) гомотопного тождественному антиподального отоб-
ражения границы n-мерного параллелепипеда определяется
детерминантом диагональной матрицы, все элементы кото-
рой равны −1, т.е. это свойство связано с четностью числа
n. В свою очередь, для всякого четного n всегда существу-
ет изоморфизм границы n-мерного параллелепипеда, квадрат
которого равен антиподальному отображению. Действитель-
но, для этого достаточно взять такую мономиальную под-
становку базиса Rn, которая в произвольном разбиении ба-
зиса {(ej)}n на непересекающиеся пары (ei, ek) осуществля-
ет вращение (ei, ek) 7→ (ek,−ei) всех пар разбиения. С дру-
гой стороны, матрицы представления изоморфизмов границы
n-мерного параллелепипеда, квадрат которых равен антипо-
дальному отображению, принадлежат SO(n) и им соответ-
ствуют регулярные векторные поля соответствующей нечет-
номерной сферы. Следовательно ортогональность пары таких
полей приводит к тому, что квадрат композиции соответству-
ющих им изоморфизмов границы параллелепипеда равен ан-
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типодальному отображению. Таким образом, максимальное
число попарно ортогональных векторных полей нечетномер-
ной сферы Sn−1 в точности равно максимальному числу со-
ответствующих изоморфизмов границы n-мерного паралле-
лепипеда.

Итак, пространство операторов, формирующих регуляр-
ные векторные поля сферы мы будем искать в некоторой
подгруппе M(n) группы мономиальных подстановок, состо-
ящей исключительно из симметричных и кососимметрич-
ных матриц, т.е. матриц, квадрат которых равен E или −E.
Пусть группа M(2m) порождается 2m-элементным множе-
ством {A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm}, где Ai— блочно-диагональная
матрица, состоящая из расположенных по диагонали квад-
ратных матриц порядка k = 2i, имеющих ненулевые элемен-
ты везде кроме побочной диагонали, на которой расположены
k единиц, а Bi — диагональная матрица, диагональ которой
заполнена последовательностью чередующихся 2i−1 единиц и
2i−1 единиц со знаком минус, причем первые 2i−1 единиц диа-
гонали имеют знак плюс. Иначе говоря, оператор Ai действу-
ет на Rn так, что в каждом подпространстве Rk, на которые
оно раскладывается в прямую сумму, имеет место зеркальное
отражение, т.е. перестановка всех первых координат с послед-
ними, вторых с предпоследними, и так далее. В свою очередь,
оператор Bi действует на Rn так, что в каждом подпростран-
стве Rk имеет место зеркальная инверсия, т.е. изменение зна-
ка второй половины координат. Тем самым, группу M(2m)
можно назвать группой зеркальных симметрий.

Как легко проверить, все генераторы группы M(2m) яв-
ляются ортогональными симметричными операторами (A2

i =
B2

i = E для всех i), которые либо коммутируют либо анти-
коммутируют, а именно, Ai Aj = Aj Ai, BiBj = BjBi для всех
i, j, и AiBj = −Bj Ai если i ≥ j, но AiBj = Bj Ai если i < j.
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Пусть произвольный оператор C, взятый из группы зеркаль-
ных симметрий, разложен в некоторое произведение генера-
торов. Тогда, для того чтобы выяснить, является ли C сим-
метричным или кососимметричным ортогональным операто-
ром нам необходимо вычислить чему равен квадрат операто-
ра C, т.е. установить равенство C2 = E или C2 = −E. Прежде
всего заметим, что при перестановке произвольной пары ге-
нераторов разложения оператора C мы получим новый опе-
ратор C′, квадрат которого по-прежнему равен квадрату опе-
ратора C, т.е. (C′)2 = C2. Пусть в результате композиции пе-
рестановок генераторов разложения оператора C он приведен
к виду C′ = AB, где ни в произведении A ни в произведении B
нет генераторов с повторяющимися индексами. А такое при-
ведение возможно, поскольку последовательные пары опера-
торов с повторяющимися индексами можно менять либо на E
либо на −E. Тогда квадрат оператора C′ (равно как и непри-
веденного оператора C) зависит от перестановочных свойств
оператора AB. Действительно, если BA = AB, то (C′)2 = E, а
если BA = −AB, то (C′)2 = −E. В свою очередь, перестано-
вочные свойства оператора AB определяются четностью чис-
ла δ, равного количеству всех возможных пар AiBj в произ-
ведении AB, индексы которых удовлетворяют условию i ≥ j.
Таким образом, в силу равенства BA = (−1)δ AB справедлива
формула

C2 = (AB)2 = (−1)δE. (6.1.1)

Абстрактное представление группы зеркальных симметрий
можно дать с помощью 2m + 1 образующих и соотношений:

M(2m) ' 〈(a1, . . . , am), (b1, . . . , bm), ε|a2
i = b2

i = ε2 = e,

aiaj = ajai, bibj = bjbi, εai = aiε, εbi = biε,

aibj = bjai∀i < j, aibj = εbjai∀i ≥ j〉
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Центр группы M(2m) состоит из двух элементов {e, ε}. Од-
нако абстрактное задание группы зеркальных симметрий не
вполне удобно, и поэтому мы воспользуемся ее представлени-
ем в виде неабелевой аддитивной группы. Пусть на группе
Zm

2 ×Zm
2 задана функция α, принимающая значение 0 или 1

в соответствии с отображением

α : Zm
2 ×Zm

2 → Z2 : α(a, b) =

a1b1 + a2

2

∑
1

bj + · · ·+ ai

i

∑
1

bj + · · ·+ am

m

∑
1

bj,

(6.1.2)

где ai это соответствующая компонента элемента a а bj это со-
ответствующая компонента b, и где подразумевается сумми-
рование единиц и нулей по модулю 2. Например, если m = 5,
то α(a, b) = a1b1 + a2(b1 + b2) + a3(b1 + b2 + b3) + a4(b1 + b2 +
b3 + b4) + a5(b1 + b2 + b3 + b4 + b5). Поскольку в сумму α(a, b)
включаются только такие равные единице произведения aibj,
для которых выполнено условие i ≥ j, то α(a, b) = |δ| mod 2,
где число δ равно количеству всех тех пар единиц элемента
группы, которые принадлежат разным компонентам произве-
дения Zm

2 ×Zm
2 и чьи индексы удовлетворяют соотношению

i ≥ j. Тем самым, если α(a, b) = 0, то в абстрактном предста-
лении группы зеркальных симметрий соответствующее про-
изведение коммутирует, т.е. ba = ab, если же α(a, b) = 1, то
ba = εab. В свою очередь, если α(a′, b) = 0, то aba′b′ = aa′bb′,
если же α(a, b′) = 1, то aba′b′ = εaa′bb′. Следовательно группа
зеркальных симметрий изоморфна группе

Z2 h (Zm
2 ×Zm

2 ) ,

в которой произведение (сложение) элементов (s, a, b) и
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(s′, a′, b′) задано формулой

(s, a, b) + (s′, a′, b′) = (s + s′ + α(a′, b), a + a′, b + b′), (6.1.3)

где отображение α, конечно же, не является гомоморфизмом.
Далее, опираясь на абстрактное представление группы M(2m)
неабелевой аддитивной группой, мы будем всякий фактори-
зованный по центру ее элемент ab, соответствующий элементу
(a, b) ∈ Zm

2 ×Zm
2 , обозначать символом (I|J), где мультиин-

дексы I, J суть наборы индексов единиц a и b соответственно.
Таким образом, изучение группы внутренних автоморфизмов
группы зеркальных симметрий мы сводим к изучению функ-
ции α, определенной на группе Zm

2 ×Zm
2 .

6.2 Схема решения задачи

Прежде всего установим основные свойства α-функции.

1. Если в формуле 6.1.2 сначала перемножить все члены а
затем сгруппировать слагаемые уже при bi, то мы полу-
чим формулу

α(a, b) = bmam + bm−1

m

∑
m−1

aj + · · ·+ bi

m

∑
m−i

aj + · · ·+ b1

m

∑
1

aj

(6.2.1)

2. α(a, 0) = α(0, b) = 0

3. α(a, b + a′, b′) = α(a + a′, b + b′) = α(a, b) + α(a′, b′) +
α(a, b′) + α(a′, b)

4. Поскольку при любом фиксированном ненулевом значе-
нии a функция α(a, b) равна сумме по модулю 2 некото-
рых (вполне определенных) компонентов b, то α(a, b) =
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1 для всех тех 2m−1 значений b, для которых указанная
сумма равна единице, и α(a, b) = 0 для всех тех 2m−1

значений b, для которых она равна нулю. Аналогично,
при любом фиксированном ненулевом значении b мы по-
лучим 2m−1 значений a, для которых α(a, b) = 1, и 2m−1

значений a, для которых α(a, b) = 0

5. Так как мы имеем 2m − 1 ненулевых значений a(b),
то функция α(a, b) принимает единичное значение на
2m−1(2m − 1) различных аргументах

6. Если α(a, b) = α(a′, b′) = 1, то равенства α(a, b+ a′, b′) =
1 и α(a, b′) + α(a′, b) = 1 равносильны

7. Если (a, b) = (i|i), т.е. a и b равны элементам с единицей
в i-ой компоненте и нулями во всех остальных компонен-
тах, тогда α(i|i) = aibi = 1

8. Если (i, j|i, j) = (i|i) + (j|j), где i < j, то α(i, j|i, j) =
aibi + aj(bi + bj) = 1

Теперь наша задача сводится к тому, чтобы выбрать мак-
симально возможное множество {(a, b)}p(m) элементов Zm

2 ×
Zm

2 , для которых выполняются условия α(a′, b′) = α(a′′, b′′) =
1 и α(a′, b′ + a′′, b′′) = 1, где (a′, b′), (a′′, b′′) ∈ {(a, b)}p(m). Од-
нако, прежде чем обратиться к произвольному m, восполь-
зуемся основными свойствами α-функции и решим задачу в
случае m = 1, 2, 3, 4.

Пусть m = 1. Тогда в группе Z2 ×Z2 имеется только один
элемент (1|1), на котором функция α принимает единичное
значение. Следовательно для всякого вектора X = (X1, X2),
лежащего на S1, мы получим одно ортогональное ему вектор-
ное поле A1B1X = (−X2, X1).
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Пусть m = 2, где функция α принимает единичное зна-
чение на шести своих аргументах. Представим функцию α,
определенную на группе Z2

2 ×Z2
2, таблицей ее значений, ле-

жащих на пересечении строк и столбцов, где столбцы со-
ответствуют элементам b а строки – элементам a, записан-
ным в виде двоичной записи номеров столбцов и строк (от 0
до 4), причем единица в старшем разряде соответствует вы-
бору индекса 2 а единица в младшем разряде соответству-
ет выбору индекса 1. Тогда легко получить три элемента,
равные {(1|1), (2|2), (1, 2|1, 2)} (в двоичной форме они имеют
вид {(01, 01), (10, 10), (11, 11)}), которые обдадают тем свой-
ством, что их попарные произведения (суммы) также отобра-
жаются функцией α в единицу. Действительно, первые два
элемента можно выбрать в силу свойства 7 α-функции, а
третий элемент, c учетом равенства a + a = b + b = 0 и
в силу свойства 2, не должен лежать на строках и столб-
цах с номерами 0,1,2, но может лежать на пересечении стро-
ки и столбца с номером 3. Но этот выбор следует еще под-
твердить. Для этого необходимо, последовательно склады-
вая элемент (11, 11) с уже выбранными элементами, прове-
рить суммы этих пар элементов на предмет равенства функ-
ции α от них единице. В силу свойства 6, совместность тре-
тьего элемента с уже выбранными элементами можно так-
же проверить при помощи теста на значение α-функции в
вершинах прямоугольника с двумя диагонально расположен-
ными вершинами в проверяемой паре элементов. Таким об-
разом, для всякого вектора X = (X1, X2, X3, X4), лежащего
на S3, мы получили три ортогональных ему векторных поля
A1B1X = (−X2, X1,−X4, X3), A2B2X = (−X4,−X3, X2, X1),
A1 A2B1B2X = (−X3, X4, X1,−X2), которые ортогональны
друг другу.
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00 01 10 11
00 0 0 0 0
01 0 1 0 1
10 0 1 1 0
11 0 0 1 1

Пусть m = 3, где функция α, определенная на группе
Z3

2×Z3
2, принимает единичное значение на 28 своих аргумен-

тах. Зададим ее табличное представление и в соответствии
с ранее изложенной методикой найдем элементы, совмест-
ные с задающими элементами {(1|1), (2|2), (3|3)} (в двоич-
ной форме они имеют вид {(001, 001), (010, 010), (100, 100)}).
Тем самым, мы получим максимально возможное множе-
ство элементов, попарные произведения (суммы) которых
отображаются функцией α в 1, а именно, семь элементов
{(1|1), (2|2), (3|3), (1, 2|1, 2, 3), (1, 3|1, 2), (2, 3|1, 3), (1, 2, 3|2, 3)},
в двоичной форме имеющих вид

(001, 001), (010, 010),(100, 100), (011, 111),

(101, 011), (110, 101), (111, 110)
(6.2.2)

Следовательно для всякого вектора, X = (X1, X2, X3, X4, X5,
X6, X7, X8), лежащего на S7, мы получим семь ортогональных
ему векторных полей

A1B1X = (−X2, X1,−X4, X3,−X6, X5,−X8, X7),

A2B2X = (−X4,−X3, X2, X1,−X8,−X7, X6, X5),

A3B3X = (−X8,−X7,−X6,−X5, X4, X3, X2, X1),

A1 A2B1B2B3X = (−X3, X4, X1,−X2, X7,−X8,−X5, X6)

A1 A3B1B2X = (−X7, X5, X5,−X6,−X3, X4, X1,−X2),
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A2 A3B1B3X = (−X5, X6,−X7, X8, X1,−X2, X3,−X4),

A1 A2 A3B2B3X = (−X6,−X5, X8, X7, X2, X1,−X4,−X3),

которые ортогональны друг другу.

000 001 010 011 100 101 110 111
000 0 0 0 0 0 0 0 0
001 0 1 0 1 0 1 0 1
010 0 1 1 0 0 1 1 0
011 0 0 1 1 0 0 1 1
100 0 1 1 0 1 0 0 1
101 0 0 1 1 1 1 0 0
110 0 0 0 0 1 1 1 1
111 0 1 0 1 1 0 1 0

Пусть m = 4, где функция α принимает единичное
значение на 120 элементах группы Z4

2 × Z4
2. Если за-

дать ее табличное представление, то в результате после-
довательного поиска элементов, совместных с элемента-
ми {(1|1), (2|2), (3|3), (4|4)} (в двоичной форме они име-
ют вид {(0001, 0001), (0010, 0010), (0100, 0100), (1000, 1000)}),
мы получим 8 элементов, а именно, {(1|1), (2|2), (3|3), (4|4),
(1, 2|1, 2, 3), (1, 3|1, 2, 4), (2, 3|1, 3, 4), (1, 2, 3|2, 3, 4)}, которые в
двоичной форме они имеют вид

{(0001, 0001),(0010, 0010), (0100, 0100),

(1000, 1000), (0011, 0111),

(0101, 1011), (0110, 1101), (0111, 1110)}
(6.2.3)

и обладают тем свойством, что их попарные произведения
(суммы) также отображаются функцией α в единицу. Кроме
того, они обладают таким замечательным свойством, что сум-
ма по модулю 2 всех компонентов b произвольного элемента
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(a, b) из множества {(a, b)}p(4) всегда равна единице. Имея в
виду соответствие элементов (a, b) операторам AB, мы легко
получим восемь ортогональных друг другу векторных полей
сферы S15.

Пусть теперь m произвольно, причем m = 4d + c, где c =
0, 1, 2, 3. Случаи m ≤ 4, в которых d = 0 а c = 1, 2, 3 и d = 1
а c = 0 мы уже рассмотрели, поэтому пусть m > 4. Тогда
множество {(a, b)}p(m) состоит из подмножества {(a, b)}p(4) и
из записанных в двоичной форме элементов (a′, b′) вида

(24k+1a + 24kχ(a), 24k+1b),

где k = 1, . . . , d; дискретная функция χ(a) принимает нулевое
значение в том случае, когда сумма по модулю 2 всех ком-
понентов a равна единице, и наоборот, если эта сумма рав-
на нулю, то значение функции χ(a) равно единице; (a, b) ∈
{(a, b)}p(4) для k = 1, . . . , d− 1 и (a, b) ∈ {(a, b)}p(c) для k = d,
причем, p(0) = 0. Как легко проверить, α(a′, b′) = 1 а в си-
лу того, что сумма по модулю 2 всех компонентов b и a′ по
отдельности равна единице, функция α от суммы двух произ-
вольных элементов множества {(a, b)}p(m) также равна еди-
нице, т.е. множество {(a, b)}p(m) удовлетворяет всем необхо-
димым требованиям. Заметим также, что перенести резуль-
тат, полученный для n = 2m, на случай n = (2a + 1)2m, не
составляет труда, достаточно разложить пространство Rn в
прямую сумму (2a + 1) подпространств размерности 2m.

132



Appendices

133



A Вихревой плазменный
двигатель

Рис. A.1: принципиальная схема вихревого плазменного дви-
гателя

Основным элементом вихревого плазменного двигателя яв-
ляется коническая воронка, в которой с помощью турбины об-
разуется газовый вихрь, влетающий со сверхзвуковой скоро-
стью в цилиндрическую камеру высокочастотного индуктора,
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где он превращается во вращающийся плазменный цилиндр
со структурой двойного электрического слоя. В переменно-
постоянных скрещенных полях (радиальном электрическом
и ортогональном ему магнитном) плазма под действием этих
полей вращается как единое целое, а диаметр двойного элек-
трического слоя цилиндрической оболочки плазмы сжима-
ется (в том числе за счет собственного магнитного поля) с
частотой колебаний электрического поля ω1. Вместе с тем,
в плазменном цилиндре двойного электрического слоя из-за
неравновесности плазмы, вызванной ее вращением, самопро-
извольно образуются ионно-звуковые волны, а когда частота
колебаний переменной части электрического поля совпадает
с частотой колебаний одной из мод стоячей ионно-звуковой
волны, амплитуда колебаний ионной плотности волны резо-
нансно увеличивается. Кроме того, ударная волна, создава-
емая сверхзвуковым потоком плазмы, сжимает плазменный
цилиндр проходящим через него кольцом ударной плотно-
сти двойного электрического слоя. Ожидается также, что
коллективно-ускорительный механизм колебаний предельно
сжатой плазмы создаст условия для запуска реакции холод-
ного ядерного синтеза. В этом случае, на выходе воронки мы
получим не только более быстрый, но и более горячий га-
зовый вихрь, который с помощью патрубка можно вернуть
на вход турбины, превратив реактивный двигатель в мотор-
генератор тепловой и электрической энергии. В свою очередь,
если в нашей схеме убрать выпускную воронку, плотно за-
крыв камеру справа от соленоида, то вместо реактивного дви-
гателя мы получим устройство, генерирующее искусственный
смерч и шаровую молнию.

Дополним теперь наше словесное описание необходимыми
формулами. Из уравнения баланса сил мы получим формулу
зависимости давления P основного (фонового) потока враща-
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ющейся плазмы от расстояния r до оси цилиндра

P = P0 exp
(
−MU2

RTB2r2

)
где P0 - давление на стенку камеры, U - напряжение между
анодом и катодом, M - молярная масса, B - индукция маг-
нитного поля, T - температура плазмы, R – универсальная
газовая постоянная, причем P0 = ρ

ω2r2
0

2 , где ρ – плотность
газовой среды, ω – угловая скорость вращения плазмы, а r0
– радиус цилиндрической камеры. В то же время, давление
градиента внешнего электрического поля ∇E ≈ U

r2 на двой-
ной электрический слой цилиндрической оболочки плазмы,
имеющий радиус r, начальную концентрацию n0 и ширину
D, равно

P′ =
r0n0UD2

r3

С другой стороны, давление центробежной силы на двойной
слой цилиндрической оболочки плазмы, вращающийся с тан-
генциальной скоростью vτ, которая складывается из дрейфо-
вой скорости U

rB и скорости аэродинамического завихрения
газа, равно

P′′ =
n0r0Mv2

τ D
r2

В свою очередь, из равенства P′ = P′′ можно вычислить ра-
диус двойного слоя потока плазмы

r =
UD
Mv2

τ

и степень сжатия цилиндрической оболочки двойного слоя
плазмы

r0

r
=

r0Mv2
τ

UD
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Таким образом, плотность и концентрация цилиндра двой-
ного электрического слоя, имеющего радиус r, значительно
превышает плотность и концентрацию основной (фоновой)
плазмы на расстоянии r от оси цилиндрической камеры, а
следовательно наибольшая плотность вероятности ядерного
синтеза локализована в цилиндрической оболочке двойного
слоя плазмы. Иначе говоря, тонкая плотная оболочка двой-
ного слоя плазмы вращается в разряженной области плазмы,
причем, преодоление кулоновского барьера ядерных реакций
синтеза происходит преимущественно за счет коллективного
взаимодействия ядер, собранных вместе в кольце двойного
слоя, а не за счет парных столкновений, как это имеет место
быть в высокотемпературной плазме. Действительно, пусть
среднее расстояние между парами соседних ядер, имеющих
заряд q и воображаемо соединенных в цепочку по окружности
радиуса r, равно s. Тогда в приближении трёх ядер радиаль-
ная сила, выталкивающая каждое ядро цепочки за пределы
окружности двумя соседними ядрами, равна

Fr ≈ 2
q2

s2 ·
s
r
=

2q2

sr
а тангенциальная сила, действующая на ядро, которое отно-
сительно соседних ядер имеет отклонение от среднего значе-
ния ∆s, то есть, смещенное на расстояние ∆s, равна

Fτ ≈
q2

(s + ∆s)2 −
q2

(s− ∆s)2 ≈
4q2∆s

s3

Воображаемые цепочки ядер лежат на положительно заря-
женной поверхности двойного слоя (а точнее, хаотически дви-
гаются в толще этой поверхности), в силу чего, по кольцу
двойного слоя будут распространяться волны плотности, а в
случае резонанса с частотой вынужденных колебаний внеш-
него электрического поля должно наблюдаться значительное
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увеличение амплитуды смещения ∆s, а следовательно и зна-
чительное уменьшение расстояния сближения ядер s−∆s, от-
вечающего в реакциях синтеза ядер за преодоление кулонов-
ского барьера. Вычислим, наконец, в приближении трёх ядер
пороговое значение потенциальной энергии, которую необхо-
димо затратить для преодоления среднеим ядром кулонов-
ского барьера, равного b = s− ∆s

U =
2q2(s− b)2

s3

Тогда, поскольку концентрация ионов n двойного слоя плаз-
мы и среднее расстояние между ионами s связаны формулой
n = 1

s3 , окончательно имеем

U = 2nq2(n−
1
3 − b)2

и, например, при b = 10−13 cm, n = 1018 cm−3 мы получим по-
роговое значение потенциальной энергии протона U ≈ 0, 3 eV,
что на несколько порядков меньше порогового значения кине-
тической энергии парных столкновений приблизительно рав-
ного 1 MeV.

В заключение признаем, что наши теоретические выводы
требуют более детального математического моделирования и
экспериментальной проверки. С другой стороны, следует так-
же признать, что представленных математических выкладок
вполне достаточно для инициирования НИОКР. Обращаем
также ваше внимание на то, что анализ работы устройства
вихревого плазменного двигателя сделан на основе классиче-
ских физических представлений, но с учетом нового взгляда
на механизм коллективного взаимодействия ядер в реакции
так называемого холодного ядерного синтеза.

138



B Задача о лестницах

B.1 Условие задачи

Представьте себе человечка, способного шагать вверх по сту-
пенькам приставной лестницы. Пусть нашему человечку по
его требованию подставляют бесконечно длинные лестницы,
шаг которых кратен его шагу. С земли человечек может за-
прыгнуть на ступеньку лестницы, расстояние между соседни-
ми ступеньками которой равно двум его шагам, однако далее
при подъеме он каждый раз делает только один шаг, и при
этом ставит ногу либо на ступеньку затребованной им но-
вой лестницы, либо на ступеньку поставленной ранее старой
лестницы. Спрашивается, сколько ему потребуется лестниц,
чтобы подняться на N шагов, если N достаточно велико

B.2 Решение задачи

Прежде всего заметим, что шаг, затребованных человечком
лестниц, всегда равен простому числу. Действительно, изме-
ряемая числом шагов высота ступеньки установленной лест-
ницы, на которую человечек может поставить ногу, кратна
шагу одной из уже поставленных лестниц, а следовательно
высота ступеньки, на которую он не может поставить ногу
из-за отсутствия лестницы, не кратна шагу ни одной из по-
ставленных лестниц, и поэтому не делится на высоту ни одной
из нижележащих ступенек.
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Пусть человечек стоит на высоте N. Тогда вероятность то-
го, что он не поставит ногу на уже установленную лестницу
с простым шагом p, где p <

√
N + 1, равна 1 − 1/p, а ве-

роятность того, что он не поставит ногу ни на одну из уже
установленных лестниц, равна

∏
p<
√

N+1

(1− 1/p) (B.2.1)

Следовательно, вероятность того, что число N + 1 простое,
равна этой же величине

P(N + 1) = ∏
p<
√

N+1

(1− 1/p) (B.2.2)

Воспользуемся теперь разложением(
1− 1

p

)−1
= 1 +

1
p
+

1
p2 + . . . (B.2.3)

чтобы преобразовать произведение B.2.2 в обратную сумме
величину

∏
p<
√

N+1

(1− 1/p) =
1

∑n<N
1
n + ∑m>N

1
m

(B.2.4)

где n и m составлены из произведений простых чисел мень-
ших

√
N + 1, в силу чего n пробегает от единицы до N все

числа натурального ряда, а m пробегает от N + 1 до беско-
нечности только малую его часть. Действительно, поскольку
выполняется неравенство

∑
m>N

1
m

<
∞

∑
1

√
N

(
√

N)k
=

(
1− 1√

N

)−1
(B.2.5)
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B Задача о лестницах

то сумма ∑m>N
1
m ограничена. Таким образом, при достаточ-

но большом N мы имеем приблизительное равенство

P(N + 1) ≈ 1
log N

(B.2.6)

В том случае, когда человечек стоит на высоте N и делает
оттуда ∆N шагов, вероятность того, что на этом отрезке пути
нет ступеньки, или иначе говоря, что он не наступит ни на
одну из поставленных ранее лестниц, равна

P(N, N + ∆N) ≈ ∆N
log N

(B.2.7)

А поскольку суммарная вероятность равна суммарному чис-
лу успешных испытаний, то последовательным суммировани-
ем этих вероятностей, при движении человечка со ступеньки
высоты 2 на ступеньку высоты N, мы вычислим число ступе-
нек с простыми числами их высот

P(2, N) =
∫ N

2

dt
log t

(B.2.8)

Нам осталось только заметить, что суммарная вероятность
случайных событий, заключающихся в попадании в интерва-
ле [2, N] на простые числа, равна накопленной достоверности
этих событий, т.е. количеству простых чисел π(N) в интер-
вале [2, N], и поэтому окончательно мы имеем формулу

π(N) =
∫ N

2

dt
log t

(B.2.9)
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